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PR E FACG E.
EN reculant les bornes de l’Analyse, les grands Géométrés de notre
si¢cle ont donné a sa marche une perfechon qm devait influer nécessai-
rement sur la maniédre de présenter les vérités connues avant eux. On
remarque en effet dans'Thistoire des Mathématiques certaines époques
ou, sans que la vérité des proposmons particuliéres ait souffert aucune
atteinte, leur enchainement systématique a changé par les rapproche-
mens anxquels les nouvelles découvertes ont donné lieu: les principes
sont devenus plus féconds, les détails moins nécessaires, et la généralité
des Méthodes a permis encoré d’embrasser la science en entier, malgré
les pas immenses qu’elle avait faits. On était & Pune de ces epoques lors-
que je publiai (en 1497)la premiére édition du Traité que je mets de
nouveau sous les yeux du Public ; la réunion des nombreux matériaux,
relatifs an Calcul différentiel et au Calcul mtegral épars dans les collec-
tions académiques , pouvait seule faire connaitre toutes les richesses de
cette branche importante de 'Analyse, et réduire a un petit nombre de
méthodes générales, une. foule de procédés particuliers qui tenaient a.
Penfance de ces calculs; mais une snmp!e compilation n’aurait pas atteint ce
but. Les mémes decouvertes g'étant présentées & plusieurs Géométres,
sous des points de vue trés-différens, il en est résulté plusieurs méthodes
entre lesquefies il fallait faire un.choix, ou quil fallait exposer dans un
ordre qui mit en évidence les rapports par lesquels elles se lient les unes
aux autres ; enfin, il nétait pas moins nécessaire de donner, pour ainsi
dire, a toutes , une teinte uniﬁ)rme, qui ne laissat pomt appercevoir de
d:ﬁnenee entre ce quon devait a un autenr et ce quon avait emprunté
dun autre, et répandit sur le tout un égal degre de précision et de
clarté. Telle est la tiche que je me suis imposée ; j’ai senti toutes les diffi-
cultés que j’aurais & vaincre pour la remplir avec succés; mais Fimpor-
tance de la matiére et le desir détre utxie, ‘m’ont soutenu dans cette
¢ cartiére, et surtout la persuasion qu'an essai’ dans ce genre,
quelqi’éloigné qu'il piit étre de la perfection, contribuerait néanmoins &
Pavancement de la science. Avant de rendre compte du plan que jai
suivi, je crois devoir remettre sous les yeux du lecteur l’ongme et les
progres du Calcul différentiet et du Calcul intégral, afip quil puisse mieux
les raisons qui ont détermniné Pordre que jai adopté.
. La découverte du Calcul dlﬁi.rennel et du Calcul mtegral né remonte

1. ]
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quau 17‘ siécle, mais les questions par lesquelles on y a éte conduit
g’étaient présentées dés 1és’ prémiers temips dé la Géométrie. Lorsque
les anciens Géométres ont voulu comparer les figures curvilignes, soit
entre elles, soit avec des figures,rectilignes, ils ont été obligés de donner
uh foir nouveat & leurs démonstrétions. La deuxiéme proposition du
Livre XII des Elémens dEuclide, offre le premier essai de ce genre,
qui Soit parvenu jusqu’a nous. Elle a pour objet, de prouver que Iés sur-
féces des cercles sont entre ellés commie les quarrés des diamétres. It y
aici un passage du fini a Pinfini; car dams la proposition precedente
Euclide montre que.cé rapport est celiii-@es polygones semblables, ins-
crits dans deux cercles différens, etilie pard { évideat quel¢ Geometre,
quel gu'il soit, qui découvrit cette vérité, voyant qu'elle était ihdépen-
dante du nombre de cdtés d.u polygoné, ef qu'en méme terps Ges poly-
gones ‘différafent d°autant moins des cercles , qulils avaient plus de cotés,
a dd nécessairement concluré de 1a, en vertu de la loi dé continuité’,
" que la propriété des premiers convenait aux seconds. On regarderalt
aujourd’hui comme -suffisamment prouvée ‘par ces raisonnemens, la
proposition qui en est Pobjet, et Ia’ plupart  des fivres élémentaires n’er
donnent pas méme d'ausei complefs mais les Anciens ont ééplis difficiles
que nous a cet égard : ils wont jamais voulu se pertrieltre de confondre
entre elles deux quantités qui avaient une différence, si petite qu'elle fiit,
Pour mettre donc hers d’atteinte la proposition dont ils avaient, pour
ainsi dire, deviné Vexistence par les considérations que je viens d’mdl-
quer ils ont cherché a prouver que le rapport des cercles entre eux
ne pouvait étre ni plus grand ni plus petit que celui des quarrés de leurs
diamétres; et pour y parvenir, ils ont commencé par mdntrer qu'on
pouvait toujours trouver un polygone inscrit, qui ne différit du polygone
correspondant circonscrit , et a plus forte raison du -cercle lui-méme,
que d’'une quantité roindre qu’une grandeur donnée.
" Archiméde s'éleva, par des moyens A peu prés semblables, a des
Propositions beaucoup plus difficiles, telles que les rapports des surf‘aces
et des volumes du cylindre et de la sphere la quadrature de fa parabole
‘et les pmpnétes des spirales : mais ne croyons pas qu'il les ait décou-
vertes ainsi qu'il nous les a transmises. Ces vérités d’une. espéce avec
laquelle les esprits n’étaient pas encore familiarisés, ont di rencontrer
beaucoup de contradicteurs, et Phomme de génie qm les avait dérobées
‘pour ainsi dire & Pobscurité qui les cachait, sentit que l’exposmon des
Jdées qm Pavaient dirigé dans ses recherches ne suffirait pas pour
‘convaijncre ces hommes, que Tignorance, souvent jointe & Ieovie,
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souldve contte tonk ce *qui leur est supeneur Ceci. n'est point une
conjecture = Archiméde, en adressant a son- ami Dosithée, son Trajté
de la quadrature -de la Parabole, répond: davance, en s'autorisant
de Vezemple des Géométres qui Pont précédé, a ceux qui voudra}ent,
¢lever des doutes sur ses démonstrations (*). ‘
Lorsquaprés -de - longues ténébres , le flambeau des sciences vint
a s¢ rallaamer, que les éerits d’Enchde et d'Archiméde furent traduits et
commentés, on chercha a retrouver.le fil qm avait pu les diriger dans
leurs découvertes ; mais on ne.tarda point a s’appereevoir quils g’étaient.
beaucoup plus occupés de convaincre qued'éclairer leurs conternporains :
on fat donc obligé de quitter leurs traces, et de penser.a se frayer des.
routes mouvelles. Telles furent saas doute. les raisons qui portérent
Cavalleri'a se départir de; ecite-extréme, rigueur , et.le conduisirent &
la méthode des indivisibles, par laquelle il regarda les lignes comme.
compesées de points, les surfaces comme composées de lignes, et les
corps comme composés de.surfaces. Le soin qu’il eut de wérifier sa
mi¢thode, recommandable par la briéveté qu'elle apportait aux démons-
tratious, en comparant les résultats qu’elle donnait avec eeux que les-
Ancieps amjent prouvés a Jeur mamiére, lui inspirale courage de s'aven-
mpourunsndmdansunpays nouveau. 1l fut attaqué sur ses prin-
cipes, mais il se- défendit, en monjrant quils pouvaient étre traduits
dans ceux d’Archiméde. « Ces surfaces et ces lignes dent Cavalleri.
» examaine les rapports, » dit Montucla, « ne -sont autre chose que les
» petits solides ou les triangles inscrits ‘et circonscrits d’Archimede ;.
» poissés a un si grand nombre;.que leur différenee avec la figure qu'ils -
» ‘environnent, soit moindre que toute grapdeur donnée; mais tandis-
» quArchiméde', A -chaque fois quil entreprend de démontrer les rap-"
» ports d'une figure curviligne avec une- autre -connue, emploie un long
» tircuit de paroles et un tour indireet de demonstrmons, le Géométre
» ¢dangant en quelqne sorte dans Linfini, va saisir par Pesprit le dernier
» térmis de ces diyisiois et de ees.sondivisions continuelles, qui doivent
nenﬁnaninnnr (**)h&ﬂineneoemmlu ﬁgxmnecnhgnes mscntq

ooooo
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

it e epe mi‘
ﬂa,ttlmmlqulﬁm M@m.&mﬁmmqu&mm. que
105 hoo Jemmata dempnsirata sunt, fides adbibita sit ; pari fide-nups iis ; qu@ & nobis
edita suas conciliaté. [(Archimed. oper. Oxonim, 1793, p. 18.)

(**) Ou plus exactemant , qui- teadent & Gaéanti iovrs ..
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» et circonscrites, et lés figures curvilignes. Le' miot d'indivisidls st
» impropre si Fon veut, mais il n’en résulte aucun danger pour la
» Géométrie »; ]a]outerar, lorsquil est rappelé a' sa juste valeur, et
qu'on a fait voir qu’il ne doit étre regardé que comme une expression
abrégée.

- Roberval courut en France la méme carriére que Cavalleri s'était
ouverte en Italie : en cherchant par la lecture des ouvrages &’ Archimé

i se former une méthode pour iésoudre les problémes ‘concernant les
figures curnllgnes il trouva celle quil a laissée dans son Traité ‘des

indivisibles, et qui ne difftre de la méthode de Cavalleri, que-daas les:

termes. Le desu' de se ménager des triomphes sur-ses rivnux, le porta:
a cacher ses découvertes, dont la pblication du livre de Cawvalleri vint
Iui ravir les avantages, et le punit: )ustcment d’avmr écouté le oon;ei}
d’un’ amour-propre mal-ertendu. k

Roberval trouva encore pour mener les tangentes: aux oom'bes une’
méthode fort mgemeuse &' la ‘vérité dans son principe; mais . quoique
plusxeurs personnes aient voulu la mettre en paralliéle avec celle de
Descartes, elle lui est cependant inférieure de beaucoup; car dans le
plus grand nombre de cas, elle ne fait que reculer fa difficulté du pro-
bléme. La méthode de Descartes au contraire offre pour toutes les courbes
algébriques un procédé dont Yesprit est facile a saisir, et dont Va
cation conduit toujours au but desiré. Il me semble qu’elle ne fut pomt
estlmee.tout ce qu'elle valait dans le temps ou elle parut : sarns doute
les écrits des Anciens offrent des éxemples de recherches qui demandent
tme bien plus g;‘ande force de téte; et qui par cette raison ont ét¢ plus
~ admirées ; mais ne devrait-on pas préférer a la difficulté vaincue, les

methodes fecondes qui diminuent le travail et rendent accessible a tous
ce qui p'était que’le partage d’im petit nombre d’espnts transeendans ?
. Les obligations que la Philosophie ‘¢t les Mathématiques .ont.a . Des-

| cartes, sont trop’ connues pour ‘qu’on puisse - rien ajouter.a ce qui

a éé dit'a cet dgard ; mhais on a’ trop négligé: pent-étre de faire
observer un point par lequel ce grand homme a un avantage marqué
sur les Géométres de-son temps. Quelque soigneux qu'il fit de sa gloire,
‘il paraissait encore plua fortemmnt occupé de la propagation des sciences,
et ce qui le proave, ¢’est que ses ouvrages présentent tonjours Phisteire
de ses pensées, et inettent sur'ld voie ceux qui- voudraient escayer. de
“pousser plus Iin ] ? ‘récherches quil a entamées. On -peut -dire-quiil
était le seul qui écrivit alors avec ette netteté et cette simplicité que

doit toujours avoir le style "dés-ouvrages scientifiques. Il aurait pu oe-

—— AN e e —
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pendant profiter des méthodes générales qu'il possedalt, pour resoudre
les problémes les plus difficiles, et n'en pubher que les résultats dé-
montt‘esalamameredesAnclens, il ne s’en serait pas moins assuré
A rapg dnnmgue permi ceux qui cultivaient alors les Mathemat:qn%,
mais il aurait sirement beaucoup moins de droits a la reconmaissance
dela podénté.

Fermat était en possession avant Descartes d'une méthode des tan-
gentes ; mais il ne la publia qu'aprés que Descartes eut fait ‘connaitre la
sienne, etil y joignit une methode de Maximis et Minimis. Ces méthodes
sent pluos simples que celles de Descartes ; mais elles ne furent, pour
ainsi dire, qiindiquées par Fermat , qui, lom d’imiter la noble franchlse
‘de Descarlm, ne laissa point appercevoir, du moins pour celle de
Masxirgis et Minimis, quelle route avait pu Iy conduire, et de quelle
maniére on pouvait la démantrer. Descartes crut d’abord que.ces deux
méthodes étaient fausses : dans-Pemploi qu'il avait voulu faire de celle
des tangentes, il. généralisait mal-a-propos les considérations particu-
liéres a l’exe;nple dont Fermat s’était servi, et il ne fut pas possible de
Je faire revenir sur cette régle, quil recnﬁa a sa maniére. Il persista
méme a croire que ce nétait que d’aprés lui que Fermat en avait connu
le défant.

Par une foule de decouvertes, dant plusieurs. relatives aux nombres
ont exercé les plus célébres Analyewe de ce siécle et du précédent, Ferinat
a dommé les preuves d’un grand geme Ona dit quil elt remplacé Descartes,
si Descartés n'elit point existé: oui, si on en juge par* lunportance de
ses tragvaux et par les difficultés qu'il a vaincues ; mais jepense quil est
permis de douter qu’il et autant contribué a la propagauon de la science,
que Je fit son rival par son caractére communicatif et la maniére simple
dont il présente le résultat de ses recherches. - ,

- Fermat avait. sur. Descartes, engagé continuellement dans une mul-
titnde de querelles que lai suscitait Penvie, et occupé d’une foule d’objets
. difiérens, Eaventege de pouvoir se livrer a Fétude de la Géométrie, sans
autres. daemcm que celles. que lui donnaient les devoirs de sa place.
Cétte ‘contirmuité demedmnons sur un seul objet, a dii nécessairement
aldu'.aon génie & surmonter de. plus grandes difficultés, et contribuer
a la perfection. des méthades. qu'il avait inventées; car on d01t faire entrer
‘la considération du temps dans Pévaluation du produit des puissances
‘moreles, comme dans celle des effets des forces physiques : Leibnitz et
Newton noms: offriront bientét Poccasion de répéter cette remarque. -
- Huygens -démonira Je premier les deux regles de Fermat, Sluze en
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proposa ensmte une. trés-smple pour mener les’ tanmnm et qui- rest

au fond que 'énoncé du. calcul quex:ge celle de Fermat, degage de tout

ce quil a dinutile : enfin Barrow imagina son triangle caractemuquo,

qui est la méme chose. que le triangle différentiel, et atteignit ainsi be:
dernier degré de simplicité que pit recevoir la méthode des tangentes- |
par rapport aux courbes algébriques.

Pour ne point interrompre Thistoire du prebléme des tangentes, ;a:
laissé de cité les pas .qui avaient été faits depuis Cavalleri, vers la.
solution générale de celui des quadratln'ee Grégoire de S. Vincent,
Roberval et Pascal obtinrent dans cette matiére des succés importans,.
dont Pénumération n’est point de mon sujet, parce quiis ne sont dus '
qu'a Yapplication de la méthode des Aneciens ou de celle des indivisibles ;.

- il faut pourtant en excepter la considération des polygones @ échelles, de
' Gregou‘e de 8. Vincent, ou de la suite des rectangles inscrits ou circons-
crits & une méme courbe ,qui 3 pu donner lidée de l’appheahon du Calcal
intégral.anx quadratures. - ‘

Clest dans P Arihtmétique des infinis de Wallu qn’on voit les premiéred
traces de l’apphcanon du calcul algéhrique a la quadrature des espaces,
application qui est fondée sur la méthode des indivisibles. Wallis capsi~
dére les suites, et cherche a en exprimar la somme par leurs premiers
et leurs dermers termes; il parvient ainsi & connaitre cette somme, ou
plutétsahmlte danslecasoulenombredestermes a sommer est
infini;-et ot le dernier de ces termes ne Pést pas. Envisageant alors les
sur&m comme formées de lignes dont les longueurs varient suivant
une certaine loi, il trouve expression de ces surfaces, en sommant la
suite des ligaes dout elles sont cownposées. Cette methode fait dépendre,
par exemple, Pévaluation de laire du triangle de la sommation de la
progression, par différences (ou arithmétique). =

Wallis démontra par sa méthode la.régle fondamentale de la qmdra-
ture des courbes dont Pordonnée est proportionnelle & une paissance
quelconque "de I'abecisse ; et il eut alors laire de toutes les courbes
dans. lesquelles l’ordonnée est expnmee par une syite de meondmes, ke
méthode d'interpolation. qu'il imagina encore pour equarrar certaints
courbes dont I'‘équation se trouvait en quelque sorte oompme entne déax
autres que sa premiére méthode pouvait atteindre, meérite surtout de
fixer Pattention de ‘ceux qui pareourrent ses ouvrages, parce gquelle
contient le germe des plus belles découvertes de Newton, et quelle
forme encore -aujourd’hni la partie la plus importante de la theone des

suites. Cette méthode conduisit Wallis a des expressions trés-remar-
~quables de Paire du cercle
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Wallis doit &tre mis an rang des géométres qui ont le plus influé sur
les progrés de PAnalyse; indépendamment des découvertes qui lui sont
propres, il a emcore des droits sur’la plas grande partie de celles. que
la considération des snites, dont il est Vinventeur, fit faire presqu en
Anémetempsahplnpah'tdes(}eometmsdesontemp :

Nail et Van-Hearaet donérent, dar's Pune des Jparabeles culuques s
ke premdor exdmple d'ave courbe rectifiée; ; €t le moyen dont Van-Heuraet
fit usege,, raméne Is probiéme des rectifications & celui dos quadratures.
Brewwker et Mercator poudsérent plus loin les découvertes de Wallis,
erparvinfent auk premidres siites connues pour la quadratare du cercle
et dg Mryperbde : le prémier- découvyit ,"dans les frattions eontinues,
mne nouvelle espéce de suites infinies. 11 ﬁmt remarquer que le principe
fondanvental de ba rectification des courbes dont s'est seryi Neil, et celui
d¢ 1a rédliction’ des fractions composées ‘en euites mﬁmes, qui mit
Mercdtor em posstssion- de la quadrauu'e de- l’hyperbole se trouvent
das les ouviages d¢ Wallis.

T était & peu prés Pétat connu de 14 science, lorsqu’en 166g il 8'éta-
bEt entre Newtor et Collins, par Fentremise de Barrow, un commerce
de lettres. Ce dernier ‘communiqua a Colliis, au mois de juillet.de cette
année,-Pécrit de Newton, qui a pout titre : De analysi per wqaationes
numero terimimorum mﬁmtaa, ‘et Barrow trace Ni-méme, dans une de
ves Jottres; le caractére de la iméthode de Newton, qu'il regarde comme
wite extension dv célle de Mercator, extension qui est marquée au coin
du génie, et no ldsse rien & desirer dans ce genre. Newton observe a
I fin dePécrit cité, mais sans ‘en dooner aucun exemple, quil est en
¢tat de meder des. taugmoauxcdm'hesmecamques, et plus ‘bas il
sjoute ! Sed istd narrandi non est locus.

Barrow, Collins et Oldewbourg répandirent, par leur oorrespondance,
les décodvertes analytiques de Newton; ils en firent connaftre Pobjet

A a plusieurs Géométres du centinent, tels que Slure et Borelli. ..

" Cest et 167a que Leibnitz parait pour la prelmére fois sur la scéne.
Y1 4¢ trouvatt alors ¥ Londres , et communiqua a plusieurs membreg de
Ia Bociété royale, quelques recherches sur la théerie des.différences des

. nombres, dans lesquelles on lui morfra quiil s'était rencontré avec
Mouton, géométre lyotinais : 'il' quitta bientdt ce geure de travail pour
#instruire dans la doctrine des séries, qui fixait Pattention de tqus les
Géométres. En 1674, il annonga a Oldembourg , avec qui il gétait 1ié
peudant son voyage en Angleten‘e qu'il possédait des théorémes .trés-
mportans relauvement a la quadrature du cercle ' par l% séries , et
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surtout qu’nl avait des méthodes analyﬁques trds-générales. O[dembonrg
répondit a ses lettres, qu,’il croyait devoir le prévenir que Gregory et’
Newton avaient aussi trouvé des méthodes qui donnaient la:quadrature’
des courbes, soit géométriques, soit méeaniques et s'dtendaient au
ce::cle Je passe sur toutes les lettres qui furent éerites relativement ey
aenw,paroe qul Py a aticun doute que les Géomitres anglais waiant
a cet égard Pavantage sur Leibnitz ; mais #i paraitra & tous coux qui

auront quelque impartialité, quchaibmtz, prévenu per’ eux., ne lour doit
que Pémulation qu'éveillent toujours dans les honstnes de gémelammx
remarquables de leurs contetnporains et quil trouva de som cité, per.
des moyens qul sétut créés les séries qu'om &’ tasit revenﬂlqné.
sur Jui.

- La premiére commtmicationt chmct.e quie Newton ateueavec ldamtz
‘se trouve dans la lettré qu'il adressa & Oldembourg, le 15 juin 166,
Les termés honorables dans lesquels il parle de Leihaitz an commer-
cement de cette lettre , prouvent quil avait su Papprécier. Newton',
dans cet écrit, quil avait rédigé pour passer 80us Jes yeux.de Leibaitz,.
‘ne traite que des séries ; etilenestdemémodehnépomqunm
fit 2 Newton par la voie 'OMembourg. -

© Farrive i la seconde lettre de Newtona Okdembonmg : lem
-cement offre encore, de hpart de Newton & Leibnits, des témoignages
de Pestime 1a plus vrafe et la mieux méritée; on y trouve emsmite l'in~
dlcauon de la roiite qui tonduisit Newton & son théaréme pour l’éi‘-
vation &un binome 4 une puissance quéiconque. Clent dans csite lettre
qu'il décrit les propriétés de la méthode des fluxions, soit pout la re-
cherche des tangentes, soit pour les quadratures ; mais il Ja cache sous
une anagramme de lettres transposéeo. 11 faut bien abserver; que tout
{e reste ne roule encore que sur les séries ; que la description- des avan-
tages de la méthode de Newton n'offrait que Pénumération de oo que
doivent natureflemient desirer cenx, qui, connaissarit les méthodes des
‘tangentes et des quadratures publiées Jusqu’alots, avaient remarqué les
cas ou elles devenaient insuffisantes, et qu'on ne pouvaxt tirer de 1A
‘aucune potion' positive. -

** Le 21 juin 1697, Leibnits ﬂt‘paswraOldembonrg pourlacemmu—
-niquer & Newton, une lettre conténant les premiers €ssais d’une meé-
- thode qui s'étendait & tout ce que comprenait celle de Newton : C'était
le ‘Calcul différentiel. La mort d’Oldembourg; arrivée pen de temps
“aprés, mit fin & ce commerce épistolaire ; et Leibuitz attendit jusquen
1684, peur faire. jouir le public de sa découverte, quiil inséra alors dans

les Actes de Leipsig.
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Llexposé fidele que je viems: de.faire de la:naissance du Caleul diff
rentiel, d’apres le. Commercium Epistolicum jmprimé: par ordre de la
Société royale de Londres, ne peut laisser aucun doute sur les droits-
incontestables de Leibpitz a la découverte de ce calcul; et comme il.
st Je pvemer qui Fait, rendue publigue, tandis que Newton, préférant
800 repos . sa gloire et  Iintérét de ses contempormm, semblait avoir-
oublié sa Méthode, n'est-il pas aussi celui qu op doit nommer le premier.
(hmcettodeoouverte? . .

- Leibnitz recueillit sans contradlctwn jusquen 1699, les honneurs que
méritait la beauté et la fécondité de son invention. Newton lui-méme, ;
e dpmant dans som livre des an;zpes, qui paiut en 1687, un essai .
de la ‘méthode des fluxions , rendit a Leibnitz toute la justice qui lui
éait due. Les choses seraient restées dans cet état, sans une brusque.
incartade de Fatio de Duillier, qui le premier vonlut jeter des doutes:
sur la propriété. que Leibnitz avait an Calcul différentie] , et si les Jour-
nahstes de Leipsig eussent mis un peu plus de pohtwse dans lextrait -
qu‘ih firent d'un ouvrage de Newton ; car il faut convenir qu’ils n’avajent .
dit quela vérité , et que si Keil, par un amour-propre national excessif,
n’avait pas détourné le sens de leurs expressions , Newton n’aurait pu
s'en plamdre Mais le tort de ces Journalistes fut de n’avoir pas répété
¢e conodrt d‘eloges, bien mentés que les Anglms donnaient a leur illustre
compatriote ; et de la naquit une querelle qui fixa Pattention de I'Europe
savante. Newion 1’y prit d'abord par lui-méme aucune part : Keil at-
taqua vivement Leibnitz, qui s’en plalgmt a la Société royale de Londres
avec beatncoup de modération; mais le premier porta hautement Pac-
cusation de plagiat, et ses cris- engagérent la Société & nommer des
contmissaires pour examiner les papiers de Collins et d’Oldembourg,
et reconnaitre les indices que Leibnitz avait pu recevoir deux,

Les commissaires se contentérent de prononcer sur la priorité que’
Newton avait dans la découverte de la Méthode des fluxions, qui est
au fond la méme que le Calcul différentiel. Mais s'ils ne déclarérent pas
Leibnitz plagiaire, comme le desirait Keil, celuici ticha d’y suppléer
lui-méme, en accompagnant .de notes et d’observatlons aussi partiales
quimjurieases  pour Leiboitz, le recueil des pléces qui avaient servi au
jugement du” procés,.et que la Société fit imprimer sous le titre de
Commercium Epistolicum de anab/sz promotd (*).

(* I doit paraitre étonnant de v;rir,_dam la préf:ca de la tradnction frangaise de
h Méthode dés flaxions, Buffon, qui n'était point encore conmpu, se rendre, on me.
.. . .. o LY - . - . - 6 .
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Cette¢ querelle, comme toutes lés querelles littéraires, eut beaucoup
moins pour objet Pintérét de la vérité, que les p&sslons et Pamour-
propre de quelques hommes' médiocres, dont Pesistence aurait éé
absolument nulle, sans les dissentions qulls ont excitées ; jobser~
verai cependant qu‘il h'est pas vrai, comme l'a dit Fontenelle , que
Newton ait gardé sur ce sujet une entiére impassibitité : il descendit
enfin dans Paréne; et les efforts que firent Chamberlayte et Pabbé
de Conti pour réunir ces deux illustres rivaux, &emeurérent inuatiles.
Newton persista & refuser & Leibbitz , méme aprés sa mort, la justice
quil lui avait autrefois retdwe ; # affecta de conforndre la Méthode de
- Leibnitz avec celle des tangentés dormée par Bartow; et se mit ainéi
dans le cas de se voir appliquer ce dilemme qon proposdit & Keil
.« Ou la Méthede des Huxions, que vous dites étre Ja méme chose que
¥ le Calcul difrentiel, ne différe point de celle de Bartow, ou cette der-~
» tidre West pas le Calood diféretiticl. » Exfin i fit supprimer, ou 8a
moiis laissa supprimer, duns la troisiéme éditiott e ses Principes, le
Scholie qui contenait Paven des droits &e Leibnitz (Vémez la note de

la page précéd.) (*)

sait poarquoi , 1'écho de toates les calomnies de Keil, et parler d'un homme tel gne
I,elbmtz avec une légéreté vraiment impardonnable. Pour donner un exemple de la
mauvaise foi qui régne dans cet écrit, rempli d'ailleurs d’ inexactitudes, je rapprocherai
dit texte du Scholie, placé par Ncw:on dans la pretaidre édition de son livre des Prin-
cipes, la traduction qu'en a donnée Buffor.

" - In litteris quoe mihi cum Geometrd peritissime G. G. Leibnitlo annis 63 kinc decem
intercedebant, cum significarem me compotem esss methodi determinendi maximas et
minimas, dsoendi tangextes, et similia pm:g.mh quam in terminis surdis aqué ae
in_rationalibus procederet, et litteris transpositis hanc sententiam involventibus [ Dati
®quatione quotcunque fluentes quantitates involvente fluxiones invenire, et vice versi]
eamdent CELAREN: rescripsit Vir Clarissimus se quoque in ejusmodi methodum incidisse,
o methodum suamy COMMUMERYIT 3 med vix abludentem préeterquam i verborum
& notarum formalis, et idew generationis quantitatum. Utriusguy fundamentum conti-
wotur in hoc Lémmate, Ph. mat. princ. wat. Canéabrid. v713, vel Ametel. 1714, p. as6.

. o Jai autrefois. CONMMONIQUE pis lostres, an trds-habile Géométre-M. Leibnitz, ma
n Méthode; il m'arépondu qu'il avait une Méthode semblable , et qui ne différe presque
» point du tout de la nfienne, etc. » La Méthode des Fluxions. Préface, page xxiv.

Cette traduction est en tont contraire an texte, qui dit formellement que Newton
avait caché sa méthode et que Leibnitz commrumiqua la slene.

(*) Suivant ce qu'a appris M. de Montucla (Hist. des Math. T. 11T, page 108 ), Newton
supprima ce Scholie de sa main , sur les épreuves de la troisiéme édition de son livre,
€t joignit auesi de sa main des notes au Commercium Epistolicam.
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Ia circonstances donnérent epcare & Newtan sur Leibniiz, pluy
davantage que Fermatn’en eut sur Descartes. Rien ne vint interrompre
le fil d¢ ses méditations, qu'il avait tourndes vers la Géométrie dés sa’
plus grande jennesse; le pays on il regut le j jour, etalt alors le heroeaq
des plue brillantes décoyvertes; enfin il- ent pour maitre Barrow, qui
sétait placé avec distinction parmi les inventeurs, Si de telles cir-
cogstances ne peuvent rien sans le génie, il faut du moips convenir
quelles Vaident puissamment a se développer.

Le ganre d'¢tude qwavsit d’abord embrassé Leibnita, le pen de secours
que FAllemagne , sa patrie , pouvait lui offrir pour les Mathéma-
tiques, tout semblait 'éloigner de la culture d’ung science a laquelle i
doit maintenant la partie la plps solide de sa gloire; anssi n'est-cq
quapréa son, voyage ea Angleterre, qu'on le yoit sur la route des dé-
couvertes : Cest la qu’il apprit, par ce que les gutres avaient fit, ¢ °
qui restait a faire. Lui-péme raconte, dans Plusieurs de ses letires,
avec antant d'ingénwité que de modestia, l'origine de ses progres , les
secours qm.l regut dHuygens; et cet illustre Géométre, qui fut lg
véritable maitre de Leibpitz,, devint un de ses admirateurs.

Qu'on ne m’accuse point ei de vouloir régler les rangs parmi leg
hommes qui ont fait la gloire de leur siécle : Newton a laissé dans son
ouvrage des Principes, yn monwment qui lui assyye a jamais l’ad.mma,.
tion de la postérité ;. majs I'éclat de aes titres commande la plus sévere
équité enyers son rival, qui, sans cesse emporté par une succession
rapide d’objeta divers, accablé d’une correspondance trés-étendue, et
nayant jamais eu le loisir d’exécuter np grapd ouvrage, partagea néan»

i l’bonneur d'une découverte qui a ehangé la face des Mathéma-
tiqnes dansunpentnombredelettresetd écrits, upe foule
de vues infénieuses qui renfermaient le germe des plus belles théories.

La découverte du Calcul différenti¢l demeura quelque temps stérile ;
et Leibnitz , pour réveiller Pattention des Géamgétres, leur proposa, en
1687, de détermiper la nature de la courbe que devrait parcourir ug
corps grave, pour descendre également. en temps egayx. Huygens donna
Je premier la solution du probléme, mais sans indiquer la méthode dont
il avait fait usage ; Jacques Bernoulli l¢ résolut aussi par T'application
du Calcul différentiel, et publia son analyse dans les Actes de Leipsig,
en 16go.

Jean Bernoulli, frére puiné du précédent, et qui avait été son ;hs-
ciple, entra presqu’en méme temps que lui dans la carriére, et lia avec
Leibnitz, une correspondance qui dura jusqua la mort de ce dernier.
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11 fit aussi connaltre en France le Calcul difiérentiel , dont il donna des
lecons au Marquis de PHépital. Leibnitz et les Bernoulh résolurent un’
‘grand nombre de problémes aussi neufs que difficiles, qu'ils proposérent
ensuite 4 tous les Géométres; ils reprirent aussi ceux de la chainette
et de la courbe de la plus vite: descente, qui avaient résisté a Galilée.-

Jacques Bernoulli, sans cesse harcelé par son frere, dont il avait été’
jadis le maitre , lui proposa; comme un défi, le probléme des isopéri<
metres, probleme d’un ordre supeneur a tous ceux dont on s'était oc=

cupé jusqu'alors. 11 faut cependant convenir quavant lui, Newton en
avait résolu tn de ce ‘genre, pmsqull donna, dans son livre des Prin-
cipes, publi€ en 1687, la construction du solide qui éprouve la moindre
résistance d’un fluide dans lequel il se meut; mais il a laissé 1gnorer
la route quiil avait suivie, et n’a montré nulle part qu’il edt une mé-
thode générale pour résoudre ces sortes de problémes, tandis que celle
qu'inventa Jacques Bernoulli; offre un morceau d’Analyse precneux par
son ¢légance, et beaucoup au—dessus de tout ce qui a été fmt & cette
époque.

Le Calcul différentiel recevait chaque jour de nouveaux accrousaemens s
on Pavait appliqué a la theorle des developpees Tune des découvertes
jes plus remarquables qui soient dues a Huygens; mais il rexistait en—
tore aucun ouvrage ou Fon pit sen instruire, lorsqu en 1699, l’Hépltal‘
qui était du petit nombre des Géométres qui avaient pris part aux
progrés de ce calcul; donna sor Anab'se des Irgﬁntment Petits. Ce
livre a été long—temps le meilleur quon elt sur cette matiére ; mais,
il laissait toujours & desirer un traité de Calcul intégral, dans lequeI
I'Hépital né voblut point engager , parce qu'il savait que Leibnitz pré-
parait un grand ouvrage,, qu'il devait publier sous le titre : Oe Scientid
infiniti, et quil n’a point achevé. Le Calcul mtegral presentalt beaucoup
plus de difficultés que le Calcul’ différentiel : la premiére méthode gé-
nérale qu'on trouva dans ce calcul ; fat celle de 1’mtegratlon des fracuons
rationnellés, que Jean Bernoulli donna en 1703; mais dés 1694 il avait
indiqué-le moyen d'intégrer les’ équations différentielles par la séparation
des variables. En 1707, Gabriel Maifiedi, géométre italien , donna un
traité entier sur les -équations, dans lequel il se rencontra avec le] géo-
métre-de Bale.

11 faut observer que pendant qué le Calcul différentiel et le Caleul
intégral faisaient de grands progrés entre les inains des Géomeétres du
continent , Newton ‘semblait oublier ses' découvertes : ce ne fut (qu’en
1706 que parut son Traité de la quadrature des ‘courbes ; ‘et son Traité
des fluxions ne vit le jour qu'en 1736, long-temps aprés sa mort.
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*'Le génie mathématique se montra héréditaire. dans la famille des
Bernoulli; Nicolas et Daniel, fils de Jean, devinrent bientdt aussi habiles®
que leur pére ; ils eurent pour condlscnples Hermann et Euler : ce dernier
ne tarda point a faire prendre au Calcul intégral des accroissemens:
rapides. Par une telle succession de disciples célébres’, I'école' de Leibnitz
acquit la supenonte sur ‘celle' de Newton, dans laqnelle ‘on voit ce-
pendant ‘Cdtes’, qui mourut fort ‘jeune , reculer par la découverte de
son théoréme, les bornes de la méthode des quadratures ; Moivre, que'
la France a drmt de revendiquer , parvenir encore sur ce sujet a
quelques résultats importans ; Taylor, en développant la- méthode
des’ Incrémens dont Newton avait jeté les bases dans celui ‘de ses
~ ouvrages qui a pour titre Methodus differentialis , donner; pour ainsi
dire, par le théorémeé qui porte son nom, le complément-du Calcul
diﬁ‘erentxel enfin, Sterling enrichir consnderablement la théorie des siites..
Les Géometres du continent ne néghgérent point non plus Femploi des
Suites ; mais ils n’allérent pas ]usqua en abuser, comme firent les Géo-
métres anglais du second ordre, qui les apphquérent souvent a des pro-'
biémes dont on pouvaxt avoir la'solution par des _équations finies, ainsi
que le leur fit voir Jean Bernoulli : il eut méme a cet €gard un reproche
fondé a faire & Newton, qui parut méconnaitre la vraie: difficulté d’un -
probléme propose par Lelbmtz aux Géométres anglais, -aprés qu'ils lai
edrent contesté ses droits & la découverte du Calcul différenticl. Ce
'était point dans la récherche de l’equatlon différentielle de laqnelle dé-
pendait ce probléme; mais dans son intégration générale, que consistait
Je mérite de la solution : Newton, possédant des méthodes pour résoudre
par les sériés, soit les equatlons algébriques, soit les équations contenant
des fluxions, c’est-a-dire les équations dlﬂérentlelles, crat en avoir fait
assez en mdxquant la’ mamére de trouver celle qui résultait du problénie
de Leibnitz ; et c’est sur’ quoi Jean Bernoulli, profondément affecté de
Pibjustice des Anglals envers ce dernier , se récria beaucoup :
~ L’Ecole de Newton proposa a son tour un probleme a résoudre aux
dxsc1ple§ de Leibriitz : le choix de la question donne lieu & des remarques
qui Semblent avoir échappé aux historiens ‘des nouveaux calculs , et-qui
jettent cependant quelque lumiére sur le point qu'ils ont eu a- debattre
-Quand on fait attention au soin, que -Newton avait mis dans la com-
position de son immortel ouvrage des Principes, pour le porter -aussi en
avant qu'il était posslble de I’état de la science au moment ou il écrivait,
qulil y a méme inséré des résultats dont il n’a pas donné de demons-
tration, on doit étre étonné de la maniére mcomplete dont il y traite
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le mouvement-des projectiles dans les milieux résistant comme ‘le
quarré de la vitesse, cas le plus conforme & ce qui-se passe dans la

nature. Il n’gse attaquer la question directe; et pour la premiére fois,

appelant & son secours P'analyse algébrique, il quitte la synthése, qu'il
regardait cependant comme Ja seule voie par laguells il fut conve~
nahle de presenter une propesition nounvelle (*).
Lors donc gu'an voit- Keil faire de cette question directe le sujet d'un.
quil porte aux Géomeétres du continent , n’est~on pas en droit de
oonclure que non-seulement il la regardait comme.un probléme des plus
difficiles, mais qwen cela il était guidé par I'opinion qu’ep avait congue.
Newton lm-méme quelle apparence que le promoteur de la querelle
qui divisait les deux Ecoles, et osé s’aventurer contre Bernoulli, sans
prendre ses suretés ? Il est bien ¢vident néanmeins que le prqbléme n’est
~ pas le plus difficile de ceux qui ont été proposés ¢t régolus a la nais~
sance du Calcul différentiel; mais pour le traiter ayec succés, il fallait le.
ramener & une équation différentielle , car la méthode des séries 0’y apporte
pas la facilité qu'elle donne pour beaucoup d’autres, et c’est par cette
raison que Newton n’'en vint pas a. bout. Quant a Kml, il ne pepsait pas
apparemment qrune chose qui avait échappé a Pauteur du livre des
Prinvipes ; fut possible ; et il se trouva couvert de ridicule, lorsque
J. Bernaulli le somma de justifier sa provocation, en produisant la solu-
tion du probleme qu'il avait prepasé.

On objecterait em vain que, sops le rapport de Papplication a la pra-
tane, la solution de Bernoulli est a peu prés inutile; elle -était trop
remarquahle du cdté analytique et géométrique, pour que Newton el
negligé de s'en fairg honneur, &'il avait pu y atteindre par sa méthode:
son défaut de succés a cet égard et lexposition de ses tentatives prouvent,
ce me semble, que c'était umquement par le déweloppement-en séries
qu’nl €tait arrivé aux neuveaux calculs, a peu prés camme il lindique lui-
méme dans la proposition X du livre II de ses Principes, et que cette
voie ne lui donnait poiat. un accés aussi facile & Pemplei des équations
diﬂ"él‘entiellﬂa, que la considération immédiate des accroissemens en

cux-mémes, & laquelle 8'était attaphé Leibnits. Ainsi, plus on rapproche

_toutes les circonstances des premiers pragres du Calcul diférentiel, et
plus elles me paraissent montver jusqu’a Pévidence, que Leibnitz n'a
pes, moins que Newton, travaille suFr 8es propres idées.

(“) Ue..... Theorema  fat concinnum et elegans , ac lumen publncum sustinere valeat
Yoy. Isaaci Newtoni Opuscula. Lausance et Genevae. 1744, T. I, page 170,
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11 envisdgea Tes grandeurs comme variant par dés différencés sucs
cessives ou par sauts, ce qui le conduisit a substituér des polygones
aux courbes, et dalslon toutes les questiohs qu'on pouvait se pro-.
poser sur elles , furent reinenced au calcul des triangles rectilignes;
mais pour fiire coiicider ensemble le polygoiie et la courbe, il supposa
Jes différences infiniment petites. En vain quelques Geométres médiocres
de ce tensps -, pout o éensoler de Pimpuissahee ou ils étaient d’entendre
et-d'appliquer les nenlveaux caleunls, déclarhaient sems cesse dontre leur
principe ; l& conformité ded résultats aves cemx wui étaient connus an-
ériedrendont, &t les démonstrations synthétiqies gu’on pouvait domner
des nourvéaux , fuisatent retombdr sur les adversaires i €aleul diffé-
rentiel , les ¢oups qw’ils voulaient lui- porter.

Leibmitz orut stms doute qixe ceux qui séraient én état de faire usage
du Calcul différentiel, en saisirejont facilemens Vedprit , en le rapprochant
de la méthode des Anciems ; car il négligea d’ebtrer dans aucun détail
& cet égard , ot son oilenoeﬁitimibépmles Bérneuli €t par 'Hépital ;
mais quand il fat attaqué sar Ce sujet, il protva per ses réponses; qw'il
y avait maremtnt réfiechi. Dans toutes les oecasions, il comtrpére sa
méthode avee celie d’Archiméde, et fait veir quelle n'en est éfi quelqué
sorte qu'un abeégé, plis approprié aux recherches , mais qu'au ford elle
revient su shéme ; car au licu de swppéser les différemtielles infiniment
petites dans le fakt, il suffit seulement de condevoir qu’on puisse toujours
Jes prendre asses petites,, powr que Verrear qui résultera des erissions
faites dans de calcal , soit moindre qu'ume gramdeur. dommée ; et pour
sider Fomschmtion de ses Jectewrs, il apports quelques exémples sem-
sibles (*). Cette maniére de raisommer, a laquelle il semblé qu'oh n'ait
tien & reprocher , & éé regardés de la part de Leibmitz,, commme uix tveu
de Pimisuffisimde de ses principes , par Foménelle , qui voyait 8’écrouler
#insi tout Pédifice qu'il ava bati swr les infimis. Les plaintes qu'il en porte
dms la préfuce-de sa Géoméirie, st qui ont é0é répétées dems plusieurs
ouvtages, offrent un exemple de la facilité avec laguelle les erreurs
passent de HyrS ¢n livre, et montrent combien péu de gens prennent
soin dé se former une opinion indépendante de cello des autres. :

Newten sapposa les lignes engendrées par le mouvement d’'tm point,
et les surfiices par celui dune ligme; et il appela fluxions les vitesses
quiréglaient ¢es houvemens. Geenotions,' qu‘oique u'és-rigoureuses, sont

(") Voyez la note de la page 486 de ce volume et le tome III des OEuvres de Leibnitz,
Pages 369, 370 et Soo.
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- étrangéres a la Géométrie, et leur application peut étre difficile. Il est
bien vrai quwen imaginant.un point qui: se.meuve sur une ligne, pendant
qu’elle est emportée parallélement- aelle-méme, avec une vitesse uni-
forme, on.peut representer une courbe quelcongue ;' mais la vitesse.du
point décrivant étant variable a. chaque’ instant, on ne 'peut la déter-
miner qu'en recourant. soit a la. méthode des Anciens ou d’exhaustion;
soit a celle des premiéres et derniénes raisons, et c'est piresque toujotirs
de celleci que Newton s'est. servi; ensorte. que-les fluxions n’étaient,
a proprement parler pour lui, q@’un. moyen. de ‘donner un objet sensible
aux quantités sur lesquelles. il opérait.-1l .entendait par ‘la méthode 'des
premiéres et derniéres .raisons ,.la. recherche du rapport quont -entre
elles , au premier ou au dernier instant de leur-existence, des quantités

qui naissent ou qui-s’évanouissent ensemble, ou plutét; comme il le dit
aussi, celle. de la limite dont ce.rapport.approche sans cesse; etil trouvait -

dans la.premiére raison des espaces parcourus par I’ ordonnée gur la ligne
des abscisses et par le point décrivant sur. l’ordonnee, espaces qu'il nom=
mait momens , le rapport de la fluxion de I'abscisse'a celle de l’ordonnee,
d’ou il tirait la direction de la tangente. Le calcul n’était que celui dopt
Barrow faisait usage pour sa méthode des tangentes, mais que. Newton
par le moyen de sa formule du.hinome et de la réduction en séries,
avait étendu aux expressions irrationnelles. I me semble donc ‘que
Pavaitage dela Méthode des fluxions sur le Calcul différentiel, du coté
de la’ Metaphquue ne consiste quen ce queles fluxions étant des
quantltes finies , leurs momens ne .sont que des. infiniment petits. du
premier ordre, et leurs fluxions sont enoore ﬁmes par ‘e moyen on
évite les infiniment petits des ordres supériesrs.”

D’Alembert et Euler ont cherché a donmer. au Calcul dsﬁ'érenuel une

base qui leur parut plus solide que la subordination des irfiniment petits;

le premier se servit de la méthode des limites, et le second considéra
les infiniment petits comme des zérosabsolus, mais qui conservaient un
rapport dérivé de celui quavaient entre’ elles les quanutés évanouies
qu'ils remplagaient. On se demandera sans doute, ce (u’on peut entendre
par le.rapport des quantités qui ont cessé d’exister ,-et.cette ob]ecuon
qu'on fait contre la Metaphyanue d’Euler, s apphque egalement a celle
de la Méthode des premiéres et derniéres raisons; car.il 0’y a point de
milien entre étre et ne pas étre, et.du moment ou l% accroissemens sont
quelque chose, leur rapport n’est ni celui des fluxions, ni celui des limites.
M. Carnot, dans ses Réflexions sur la Métaph_yszque du Calcul mﬁmtész-
ynal (ou dtﬁrenttel), o il discute avec beaucoup de soin les prmclpes de
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ca calcul, observe que cest en vertu de la loi de continuité, que les
quantités évanouissantes gardent encore le rapport dont elles se sont
approchées par degrés, avant de s'évanouir.

Cet écrit prouve que si on avait créé des mots lorsqu’il en était besoin,
_on aurait eu des idées plus claires. En appelant dguations imparfaites ,
les équations différentielles, M. Carnot jette un grand jour sur leur théorie.
En effet, lorsque Pon considére les différentielles t{uelles contiennent ,
comme representant les accroissemens des variables, elles n’ont lieu que
d'une maniére approchée ; mais leur degré d’exactltude est en quelque
sorte indéfini, car il dépend de la petitesse qu'on suppose aux change-
mens des variables; et puisque rien ne limite cette petitesse, les équations
différentielles peuvent donc &tre aussi prés de la vérité qu'on le voudra :
voila les idées de Leibnitz traduites en Analyse. M. Carnot fait voir en-
suite, comment les equanons imparfaites deviennent ngoureuses ala fin
du calcul, et & quel signe on reconnait leur légitimité; ce signe est la
dlspantlon totale des quantités différentielles , dont pouvait provenir
Ferreur, #'ll y en avait. On ne doit pas juger le travail de M. Carnot,
par le peu que j’en ai dit; et ce n’est pas seulement dans la mamére
d’envisager le Calcul dtﬂ"érenuel qui lui est propre, que consiste le mérite
de son Mémoire, mais encore dans la comparaison qu’il fait des divers
points de vue sous lesquels on a présenté ce calcul. '

Je ne dois pas oublier de rapporter ici que dés 1758, Landen proposa,
pour se passer de la considération de Finfini et-de celle du mouvement
ou des fluxions, une Méthode qui revient au fond a celle des limites ; mais
le calcul appuic sur un théoréme algébrique qui lui donne une forme
particuliére. La franchise avec laquelle Landen se dépouille des préjugés
nationaux , imprime un caractére remarquable a son ouvrage; car il est -
peut-étre le seul des Géométres anglais qui soit convenu des inconvé-
niens de la Méthode des fluxions.

Ceest Papplication du Calcul différentiel & la Géométrie, qui Ln a
donné un caractére - différent de celui de PAlgébre ordmau'e, car
M. Lagrance a fait voir, dans les Mémoires de P’ Académic de Berlin,
année 1973, quil pouvait étre traité aalytiquement , d'une maniére
mdépendante des considérations de 'infini. L’expression des changemens
qui arrivent dans une fonctlon lorsqu’on augmente ou quon diminue
une ou plusieurs des quanntes dont elle dépend, peut toujoars étre
réduite en série ordonnée suivant les puissances des différences de ces

quantités ; les coefficiens qui sont indépendans de ces différences, pré-

1. . c -
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sentent de nouvelles fonctions dérivées de la proposée, d'aprés une lok
réguliére. '

Clest dans la recherche de ces coefficiens et dans celle de leurs pro-
priétés que consiste le Calcul différentiel : les fonctions d’'yune seule
variable ne donnent qu'un coefficient daus chaque ordre; les fonctions
de deux ou plusieurs variables , ayant une différence quon peut or-
donner comme un polynome, suivant les praduits homogénes des
accroissemens, ont plusieurs  coefficiens pour un méme ordre. On peut
chercher, ou chaque coefficient en particulier , ou les felations qu'ils ont
entre eux, et avec la fonction dent ils dérivent : voila le Calcul diffé-
rentiel. I} sera aux différentiellés ordinaires, s’il ne sagit que d’une fonc-
tion d’une -scule variable , et aux différentielles partielles, s'il est question
d'une fonction de deux ot d’un plus grand nombre de variables.

* Le Calcul intégral ‘a pour objet de remonter des coefficiens aux fonc-
tions, C’est-a-dire de résoudre les questions inverses.

11 est étonnant que cette maniére si simple de donner une erigine
analytique au Calcul différentiel, ait été si long-temps a trouver; it
semble qu'elle aurait dii se présenter a Euler, qui le premier sépara
ce Calcul de son application aux courbes, et qui, en exprimant par des
lettres les rapports des différentielles, avait délivré des quantités infini-
ment petites, les équations qui en contenaient. :

Newton méme était déja sur la voie de cette maniére d’envisager le
Calcul différentiel; car i1 a aussi considéré les ordonnées successives
&une méme courbe, développées en séries, suivant les puissances des
accroissemens de Pabscisse, et # a indiqué les principales propriétés de:
¢es coefliciens relativement a I'application géométrique : il lui manquait
seulement une maniére deles dériver les uns des autres; et il parait que
¢est Taylor qui montra le premier leur formation successive par les:
fluxions, formation qui ’est aatre chose ‘que son Tliéoréme.

" Frappé des difficultés ‘que présentait Tétude de PAnalyse et de la
Géométrie transcendante, par mtervalle qui séparait les ouvrages élé-
mentaires les plus étendus, des Mémoires ou se trouvaient consignées
Yes nouvelles découvertes , et ayant senti combien la nécessité de re-
eourir a des livres. peu répandus ou & des collections académiques dont
on est privé dés qu'on n’habite pas la Capitale; pouvait arréter les jeunes.
gens, dés 1787, je rassemblais des. matériaux pour former unm-Traité
eomplet de Calcul différentiel et de Calcul intégral; et 4 la premiére
Jecture que je fis alors du Mémoire de M. Lagrange, je me proposai de
prendre pour base de ce Traité, les idées lumineuses qu'il avait subs~




PS

o PREFACE. . xix
tituées a celles des infiniment petits. Je communiquai & quelques per-
sonnes les premiéres ébauches de mon travail; ’en écrivis a plusieurs
Géométres céldbres, pour qu'ils voulussent bien m’indiquer les sources
ou je pourrais puiser, et m’aider de leurs conseils; voici ee ‘que
M. Laplace me répondit en janvier 1792 : « Je vois avec beaucoup de
» plaisir que vous travaillez & un grand ouvrage sur le Calcul intégral....
» Le rapprochement des Méthodes que vous comptez faire, sert a les

» éclairer mutuellement, et ce quelles ont de commun renferme le plus
» souvent leur vraie métaphysique; voila pourquoi cette métaphysique
» est presque toujours la derniére chose que Pon découvre. L’homine de
' génie arrive conurie par instinct aux résultats ; ce nest quen réflé-
» chissant sur la route que lui et d’autres ont suivie, quil parvient &
» généruliser les Méthodes, et a cn découvrir la métaphysique. »

Yai rapporté ce passage, plus encore pour les réflexions qu'it contient,
que pour indiquer I'époque & laquelle j'avais déja congu le plan que jai
suivi dans la premiére édition de mon Quvrage, dont Pimpression fut
commencée en frimaire an 4 (novembre 17g5), et suspendue par des
raisons particulicres, pendant quelques mois. Depuis cette époque,
M. Lagrange est revenu sur ses premiéres idées, i Poccasion d’un Cours
quil a fait & YEcole* Polytechnique, ot jai suivi ses logons avec tout
Fintérét qulelles devaient inspirer ; mais Pétat ou ¥tait mon ouvrage et
la marche de limpression ne m’ont permis alors de profiter que d’un
l:ﬁt nombre de ses remarques que j’ai eu soin de rapporter a leur

uteur. : :

Afin de rendre mon Ouvrage accessible a un plus grand pombre de
lecteurs, je crus devoir préparer Pexposition des principes du Calcul
différentiel par une Introduction, dans laquelle je m’occupai du déve-
loppement des fonctions soit algébriques , soit logarithmiques ou circu-
lires aprés avoir réduit les idées d'infini et d’infiniment petit a ce
quelles ont de réel, c'est-a-dire a Pexclusion de toute limite, soit em
grandeur, soit en petitessq, ce qui n’offre qu'une suite de pégations, et ne
saurait jamais constituer une notien pesitive (*). La méthode dont y’ai
fait usage pour le développement des fonctions, ne s’appuie sur aucune

(*) Asez souvent on a substitué le mot ind¢fini an mot infini, croyant par la éluder
les difficultés que faisnit nattre ce dernier ; mais je ne vois en cela qu'une faute d’expres-
sion ; car I'indgfini peut avoir des limites , mais on en fait ebstraction pour le moment,
tandis que l'infini est nécessairement ce dont on affirme que les limites ng peuvent étre
atteintes par quelque grandeur concevable que ce soit.
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considération de ce genre ; aucun terme n’y est négligé ; toutes les équa-
tions de condition y sont vérifies en quelque nombre qu'elles soient,
par un, calcul fondé sur les indices des quantités a déterminer, et trés-
propre, je crois, a faire sentir les avantages de la symétrie dans les
calculs, et la puissance d’une notation quand elle est analogue aux idées
qu'elle représente. :

Les Elémens d’Algébre Iaissaient a desifer beaucoup de choses sur Ia
théorie des équations, lorsque la premiére édition de mon' Ouvrage parut,
et ne me proposant pas alors d’en rédiger-de nouveaux, je dus faire entrer
ces théories dans mon plan; mais craignant que Pétendue de PIntroduction,
devenue par la trés-considérable,, ne parit retarder trop long-temps l'en-
trée dans le Calcul différentiel, sujet principal du Traité, je pris le parti
d’insérer, dans le corps méme de ce Traité, un chapitre contenant une
digression sur les équations. Depuis , ayant publié mes Elémens & A1-
gébre et leur Complément, et les matiéres quils contiennent faisant
partic de I'enseignement ordinaire , j’ai supprimé ee chapitre qui, a tous
égards , nuisait a lordre ; mais la résolution des équations a deux
termes par les formules trigonométrigues , la réduction des imaginaires
i la forme 4~ B \/—1, au moyen de ces formules, les considérations
sur lés logarithmes et les sinus imaginaires, ont pass¢ dans I'Introduction,
avec plusieurs articles neuveaux qui font de cette Introduction, si je
ne me trompe, un Traité assez complet, de I'analyse intermédiaire entre

les Elémens d’Algébre proprement dits, et le €alcul différentiel.

' Le premier chapitre est, dans cette édition comme dans la précédente,
‘eonsacré a Fexposition des principes du Calcul différentiel. A I'exemple
&’Euler, je donne d’un seul jet 'exposition purement analytique et com-~
pléte des principes de ce Calcul, dans toute I'étendue qu'il doit avoir pour
correspondre aux diverses branches du Calcul intégral. Pans up livre
‘élémentaire, cette marche retarderait trop les applications, si nécessaires
pour soutenir le courage d’un lecteur qui s’engage pour Ia premicre fois
dans une carriére dont il n’appergoit pas le but; mais un Traité aussi
-volumineux que celui-ci, ne peut guére étre consulté que par des per-
sonnes auxquelles le sujet n’est pas. tout-a-fait étranger, ou qui ont wn.
gotit décidé pour ce genre d’étude ; et de tels lecteurs cherchient principa-
lement & classer les matérianx de la science, pour en mieux saisir Pen--
semble et la liaison , afin de se les rappeler plns aisément lorsquiils
pourront-en avoir besoin. : : L :

Aussi ai-je rassemblé dans ce méme chapitre tout ce qui concerne la.
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différentiation des fonctions d’une ou de plusieurs variables ; “cele:
d’un nombre quelconque d’équations , la notion des différentielles par-
tielles et le changement de; variables indépendantes , qui revieat, dans
lesidées de Leibnitz, a rendre variable une différentielle que Fon regardait
comme constante, et vice versd. Cette maniére d’envisager la transforma-
tion dont il S’agit, ne pouvait plus convenir lorsqu'on cessait de regarder
les différentielles comme des différences; les considérations qui la rem-~
placent se trouvaient d¢ja dans la premiére édition de mon Quvrage, ou
les amenait nécessairement le plan que yavais adopté. Quand ce plan fut
. Iis en ceuyre par son auteur, M. Lagrange, les mémes idées durent se
présenter a lui; et il y a en effet un passage analogue dans la Théorie des
Fonctions analytiques ; mais redevable dailleurs de tant de choses a cet
illustre Géométre, je ne le suis pas .de celle-la, voila pourguoi Von ne
trouve aucune citation dans cet endroit de mon Ouvrage. Je l'ai déve-
loppé; et j'ai tiché de DPétendre et de Péclaircir, comme beauboup d’autres,
dans Pédition dctuelle; cela m’a été d’autant plus aisé, que par ses der-
niers écrits, M.. Lagrgnge a non-seulement beaucoup enrichi kx théorie
du ‘développement des fonetions, considérée comme base du Calcul dif-
férentiel, mais qu’il 'a rendue presque populanre et a fixé sur elle
Tattention de la plupart des Géométres. J’ai pu aussi mettre a profit une
démonstration du théoréme de Taylor, due a' M. Poisson, dapres
laquelle on découvre la loi des exposans dss termes de la série ; ‘mais
malgré cette facilité, je n’ai pas cru devoir entrer en matlére par
I'énoncé de ce theoreme, car quelqu’i mgemeuses que soient les- diverses
démonstrations qu'on en a données. jusqu’ici, toutes laissent entrevoir
plus ou meins , quil est sujet & exception, et réparident de l'obs-
curité sur les premiéres notions , toujours un peu abstraites lors
méme qu’elles sont le mieux circonscrites. Ces proposmons , Si gé-
nérales en apparence , ont plus d’éclat que dutilité, puisqu’elles ne
dispensent pas de Pexamen des cas ou elles sont en défaut; il vaut
mieux ne montrer ces Cas ‘que successivement, a mesure qu’ds se
présentent d’e ux-mémes, que de les faire prévoir d’avance et comme
des accessoires, au moment ou le lecteur n’embrasse ¢u'avec peine le
petit nombre d'idées principales que vous lui présentez. Une semblable:
marche rend Pesprit difficultueux, et jette sur les fondemens de la théorie,,
. des nuages qui ne se seraient pas formés, si Pon avait conservé la trace.
de induction par laque].le oR est arrivé a'Fénoncé general

Voild pourquoi jai continué a établir, par une énumération de cas-
particuliers, la forme generale du developpement du’second état quer

s



xxij PREFACE. .

prend une fonction dotit la variable a requ un accroissement : c'est ainsi
quEuler y est parvernu; et par la jai pu exposer le mécanisme de la
différentiation, avant de m’engager dans aucune discussion abstraite. La
potation se trouvant alors bien connue, je nr'en suis servi pour abréger la
démonstration générale du théoréme de Taylor. Dans cette démonstration,

il se présente plus d’équations qu’il n’en faut pour déterminer les coeffi-
ciens de la série; je n’ai cependant pas supprimé la vérification de ces
équations surabondantes , que favais insérée dans ma premiére édition,
quoique cette vérification devint moins nécessaire lorsque la forme de
- la série était légitimée @ priori ; mais n’exigeant presque point de calcul,
elle conserve Panalogie entre la formule de Taylor et les développemens
obtenus dans FIntroduction, et ne laisse rien a desirer sur une pro-
position qui est la base du Calcul différentiel.

- Je n'ai pas cru'non plus devoir terminer ce chapitre, sans donner une
idée deadiverses maniéres dont on a proposé d’amener le Calcul différentiel
et de le tiera PAlgébre. Dans la premiére édition, je m’étdis borné a faire
sortir des principes que javais suivis, les suppositions établies par
Leibnitz, auxquelles il est si commode de revenir dans le plus grand
nombre de recherches : ici, j'en ai fit le rapprochement avec la mé-
thode de Landen dont j’ai parlé plus haut, et qui se lie biea avec la
considération des limites. Jai indiqué deux nouvelles théories qui ont
été proposées depuis la premiére impression de mon Ouvrage; mais
sans m’établir juge de ces théories, j’ai insisté sur Pembarras que les
nouvelles notations dont elles sont accompagnées, ne saurasient man-
quer de jeter dans Panelyse, et quil me semble dautant plus a propos
d’éviter , que la mnotion des ‘différences' ou des accroissemens que

t les fonctions, se préte & tous les points de vue ; qu'elle repose
sur les idées les plus Qmples les plus naturelles, et quelle conduit

A une notation qui demeure toujours juste et expressive, quand méme
on rejetterait les idées de Iinfini dont elle est absolument indépendante :
c’est du moms ce que je crois avoir prouvé dans 'endroit que je cite.

- Je ne dois pas omettre de dire ici, comme un point d’histoire assez im-
portant, que Pidée de démontrer en toute rigueur, par la seule analyse, les
principes et les méthodes du Calcal difrentiel , a été mise d’abord a exé-
cution par Condorcet, dans un ouvrage dont lxmpressnon‘ commencée
en 1786, a été mten'ompue parla révolution. Les vingt-quatre premiéres
feuilles, qui sont entre les mains de plusiears personnes, donnent une
idée suffisante du plan de I'Auteur, puisqu’elles contiennent touteé 'exposi-

tion des principes du Calcul différentiel. Cette exposition parait d'abord un’
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peu compliquee, par Pusage que PAuteur y fait de.la caractéristique affec-
tée aux différences (finies), et par les détails ol il entre sur Ja manidre
dordonner les développemens des différences des fonctions , suivant les
accroissemens des variables, quil suppose successifs et inégaux. Cest
en montrant que le premier terme, ou le premier rang de ce dévelap-
pement, selon qu'il s'agjt des fonctions d’'une ou de plusieurs variables,
sert & former les termes ou les rangs suivans, que Condorcet parvient
au Calcul diférentiel. It fait dériver les équations différentielles, des équa-
tions qui ont lieu entre les accroissemens complets, en prouvant que le
développement de celles~ci se yérifie terme par terme ou rang par rang,
quelle que soit la valeur de I'acereissement de la variable indépendants, qui
doit rester indéterminé. Il déduit de ces considérations trés-ingénieuses,
les théorémes sur Papalogie des puissances avec les différences, sim~
plement énoncés par M. Lagrange, et gqui n'avaient encere été dé-
montrées que par M. Laplace, mais en sujvant uns voie trés-différente.
Enfin, pour obtenir les différentielles des fonctions. logarithmiques et.
circulaires, il forme le développement de ces fonctions par des procédés
dégagés des considérations de l'infini, procédés fort répandus aujourd’hui,
mais dopt on n’avait alors aucun exemple (*).

(*) On reprochait ave amez de raison & Condorcet, de me s'étre liveé qu'a dep
#ppergus dans son premier Traité de Calcul intégral , ixaprimé en 1765 ; et c'est en
grande partie pour cesser de mériter ce reproche, qu'il a composé Pouvrage dont j'ad
parké ci~dessus. On dit que le manuscrit a été quelque temps égaré , mais qu'ensuite il a
été retrouvé , et imprinsé en entier anx frais d'un libraire de Hambourg, qui I'ensevelit
depuis plus de six ans dans son magasin, avec une édition compléte des cuvres dy
méme anteur. Posrquoi ne le met-on pas an jour2 c'est ce.que jignore; car la
publication de ce traité n'importait pas moins a la mémoire de Condorcet qu's
Favancement de la science. Pour apprécier avec équité ses travanx comnus daos

ce genre, il faut plutdt y voir ce qu'il était capable de faire, que es qu’il a fait, -

A I'époque on ils ont paru, ses: premiars essais annongaient un Géomdtre trés-distingné
dont la sciemos devait attendre heaucoup de pragrds; et quoigu'entrainé par le talent
quil avait pour écrire sur les matidres philosophigues , ou plutdt par sa- philantropie
i lni montrait davs la propagation générale des lumiéres, un moysn bisn plus
dficace de. concourir & I'avancement de I'epprit humain que le succds de quelques
Techerches abstraites; cependant, & diverses reprises il s'est occupé des points les
Plus épineux de 1'Analyse transcendante. S'il ne donna guire que des yues sur ces
mutiéres , ces vues sont souvent profondes : sans doute en les faisant passer aw
eremset de Vapplication, il anrait pu les étendre encore, les perfectionner, les rec~
tifier quelquefois ; mais, tels qu'ils sont, les Mémoires de Condorcet le montrens
tovjours & la hauteur des découvertes Jes plus récantes, des théories les plus diffi~

a
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Lattention particulitre que Pon a donnée depuis quelque temps aux
prmcnpes sur lesquels doivent reposer le Calcul différentiel et le Calcul
intégral, a, comme je viens de le dire, introduit un assez grand nombre
de conmderatlons nouvelles ; et Pon peut maintenant demander laquelle
de ces considérations doit étre préférée aux autres dans I'enseignement.
La reponse a cette questxon n'est pas sans difficulté dans Pétat actuel de
la science, pmsqu une route dont on ne fait quappercevpir I'entrée ;
peut condmre a des découvertes importantes , et que chacun des points
de vue sous lequel on a enwvisagé le passage de I’Algébre au Calcul diffé-
rentiel, donne a ce calcul des formes qui, pour le moins, offrent des
facnhtw particuliéres dans la solution de certains problémes ; cependant
{orsqu’on veut concilier la rapldnte de Pexposition avec Pexactitude dans
le lanBage, la clarté dans les principes, et marcher dans une direction
telle, que P'on puisse les rapprocher sans peine , soit de la metaphyanue
de Leibnitz, soit de la théorie du développement des fonctions proposée
par M. Lagrange, je pense qull convient d’employer la méthode des
limites. Cette opinion est appuyée sur les réflexions suivantes que ]au
-déja conslgnees dans plusieurs ouvrages.

&

ciles. Patvenir & ce point, et s’y maintenir,, en suivant la carriére a laquelle il paraissait

¢'étre entitrement voué, c’est montrer d-la+fois une grande facilité et une grande pé-
nétration. L’emploi qu 1l fit de ces heureuses qualités pour régpir la culture des sciences
4 celle des lettres, et répandre sur les unes le charme des autres, justifie bien la con-
sidération et le crédxt qu'il s'était acquis; et cependant avec quelle facilité il savait
oublier tous ses avantages et descendre aux ménagemens les plus délicats, vis—a-vis de
ceux mémes qui ne faisaient qu'entret dans la carriére ou il était aux premiers rangs;
il ne cherchait point & faire prévaloir ses opinions auprés des pertonnes que la supé-
riorité de ses talens et I'influence que son estime pouvait avoir sur leur sort, rendaiént
ses inférieurs ou ses obligés. En accueillant les jeunes gens, il ne les protégeait pas, il les
servait avec zéle; et par un ton simple et medeste, par une civilité yraiment affectuense,
par P’agrément et 'instruction qu'il répandait dana son commerce familier, il leur ins-
pirait a-la-fois une reconnaissance anssi douce que profonde, et un attachement aussi
durable que respectueux. Ses derniers momens, employés a tracer I' Esquisse des progrés
de l'e.spnz humain, prouvent I'inaltérable fermeté avec laquelle il avait embrassé ses
principes, et que sa conviction ne tenait pas & des intéréts du jour. S'il edt pu
échapper autrement que par une mort volontaire, & la proccription dans laguelle il
était enveloppé, il n’est pas douteux qu'il n'eiit rassemblé et mfri ses travaux sur le

calcul des probabilités, qu'il n’a cessé de rappeler aux déterminations qui intéressent

le plus I'ordre social ; ‘et il en aurait déduit de trés-beaux résultats. Les questions
qu'il a agitées sur ce sujet marquent toutes par leur nouveanté, par leur importante ;
. ¢t le plan qu'il a donné d'un Tvaité de Mathématique sociale (Poy. le Journal de
¥ Instruction sociale, n°1v, ou les @yvres de Condorces , T. XXT), offre un eadre qu'il
serait bien utile de remplir.
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La propriété commune & toutes les fonctions, d'admettre une limite,
dans le rapport de leurs accroissemens a ceux de la variable dont elles
dépendent, limite difiérefte pour-chaque fonction , mais constamment la
méme pour ane-méme fonction et toujours mdependante des valeurs ab=
solues des atcroissemens, est un fast analytique bien constaté. On le
retrouve sous.-gquelque point de vue que I'on envisage les variations d’une
fonction, et la science du Calcul n'en offre pas qui seit plus remarquable
en lui-méme, puisque cette limite caractérise d’'une maniére qui lui est
propre, la marche de a fonction dans les divers états par lesquels elle
peut passer; car plus les accroissemens de la variable indépendante sont
petits, ou plus les valeurs successives de la fonction sont resserrées,
plus enfin cette. fonction approche détve soumise & la loi de continuité
dane ses changemens, plus lagr rapport a ceux de la variable indé-
pendante, approthe ¢étre égal a la limite assignée par le ecalcul. Le
passage a cette limite est ici Pexpression méme de la loi de continuité,
c’est-a-dire de la loi qui s'ohserve dans la descriptien des lignes par
le mouvement, et d’aprés laguelie les points consécutifs d’'une méme
lighe se succédent sans aucun intervalle. En effet, la manidre d'anvi-
sager les grandeurs dans le calcul, n’admet pas lmmednatement cette loi;
car dés que Pon considere deux valeurs distinctes de la méme quantité,
il y a néoessairement un intervalle entre elles ; mais plus # est petit ,
Plus on se rapproche de la loi dont il s'agit, a laquelle la limite seule
convient parfaitement. La Géométrie confirme ces conceptions , puisque
toute fonction peut étre représentée par Pordonnée d’une courbe dont
cette variable est abscisse, et que Pon ne saurait appliquer le calcul
a la marche de cette courbe, par quelque théorie que ce soit, sans y
considérer aw moins deux points distincts. Il faut emsuite que les ré-
sultats qu'on cn tire puissent étre vrais, quelque rapproechés que soient
ces points, ou d'autant plus vrais,, qu'ils seront plus pres de coincider.
Nest-ce pas toujours en revenir; pour le fonds, a la coincidence des
points, qui, par le fait analytique déja cité, n'anéantit pas les rapports
que Pon considére® Si 'on assignait un terme quelconque au rappro-
chement de ces points, on n’aurait que des polygones, et non pas des
~ courbes. Quand, par exemple, deux points étant pris sur une courbe,

on congoit que Pun de ces points s'approche sans cesse de Pautre qui -
demeure fixe , peut-on nier que la sousécante s’approche continuellement
de la soutangente,, €t de telle maniére, que la différence entre ces deux
grandeurs peut étre rendue aussi petlte que Pon veut? La seconde, qui

ne varie pas avec la distance supposée entre les points, est évidemment
1. d :
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Ia limite de la premiére, si toutefois on n’insére pas dans la deﬁnmou
de ce mot, une condition inutile (#oy..les n* 10 et 11.de I Intreduction).
. La difficulté que présentent les mouvemens~variés, est la méme que
celle qui a lieu a Pégard des courbes; car, except¢ pour le mouvement
uniforme, qui est dans cette partie des mathemathues, ce quela ligne droite
est dans la Géométrie, on ne peut pas plus introduire dans le caicul ta
continuité des changemens de vitesses que celle des lignes. 11 fout toujours
partager ces MOJvVENIens en plumeurs temps, et descendre seilpar voie
d’exclusion, soit autrelaent, a des portions de pkis en plus petites; en-
sorte .que cC’est toujours dans un derpier terme purement intellectuet ,
que résident les déterminations caractérisiiques des grandeurs cherchées.
Comme toutes les autres, la méthode des -limites aureil ausei ses
longueurs, si on #attachait plus aux dggails qu'a lesprit de la chose;
et beauconp -dauteurs ne s’¢R-sont servis que pour arriver a quel-
ques résulfats simples et marquens, dont. la conformité avec cenx que
donne le Calcul différentiel, put justifier & posteriori, les procédés de
celui-ci, tandis qu'il augait falla conclure imumédistement ses prmmpes
de ceux mémes de la méthode des limites : C’est ce que i thcheé de fire
en conciliant la briéveté avec lexaetitude , dans men Truiss Jlénum
taire de Calcul différentiel ot de Calcul intégral. Yai supprimé ici des
détajls qm appartwnnent exslusivement au plan de cet Ouvrage, je v'ai
conservé que ce qui était nécessaire pour ramener & lenr véritable sens
les expressions ou on suppose les grandenrs infinies ou infiniment petites,
montrer ce qu'on doit entendre par les divers ordres de ces quantités ,
et comment ils ont en effet la subordination qu'en leur: suppose. Cette
subordination, dont la connaissanee est on ne peut pas plus utile dans les
applications géomélriques, se manifeste alors-avec la plus grande netteté,
et indépendaminent de toute construction , par Femploi du théoréme de
Taylor, comme on le verra dans Pouvrage que je viens de citer; et
dans eelui-ci : néanmoins ce théoréme , regardé avec raison par Condorcet,
comme la base naturelle du Calcul diﬁz‘érem.iel, était demeuré long-temps
oublié dans Pouvrage de son ateur. Euler lavaitdemployé dans ees
Instit’utiqns de Calcul différentiel ; majs ce n’est que de nos jours qu’il
est passé dans l'enseignement élémentaire, et son introduction, qui est
également le résultat de toutes les methodes nouvelles, doit étre regnrdee
comme formant époque dans les progrés de Fanalyse.
L’application analytigue la plus féconde et la plus importante du Calcul
différentiel , est le développement des fonctions ; j'en ai fait le sujet du
second chapitre de mon Quvrage. Elle se lie immédiatement au théomime

\



PREFACE. xxvi

de Taylor, qui n’est lui-méme que la formule générale du développement
des fonctions de quantités binomes; mais ce n'est pas ainsi quelle
fut présentée d’abord par Maclaurin : il parvint au théoréme qui porte au-
jourdhui son nom, par un usage des différentiations successives qui dut
paraitre trés—adroit et trés-simple,, et qui cependant est demeuré presqu’in-
comu jusqu’en 1777, que M. Laplace s’en est servi dans un trés-beau
Mémoire sur le développement des fonctions en séries (*). Euler
fit remarquer dans ses Institutions de Calcul différentiel, le parti qulon
pouvait tirer de la différentiation des équations, pour en éliminer soit_
des pmssances seit des fonctlons transcendantes, et se procurer ainsi de
nouvelles équations, au moyen desquelles on exprime les uns par les
autres, avec la plus grande facﬂnte, les coefficiens du développement
cherche ce procedé n'est, a proprement parler, que l’apphcation du
Caltul différentiel a la Méthode des coefficiens indéterminés lmagmee par
Descartes , et si féconde en beaux résultats. La résolution des équations
Yittérales et celle de quelques équations transcendantes, ont fait sentir
le besoin de formules pour développer la valeur d’une fOIlCthl’l engagée
avec sa variable, dans une équation soit algébrique, soit transcendante.
Dans ces recherches, une formule , remarquée en premier lieu par
Lambert, s’est aussi presentée aM Lagrange , qui V'a généralisée en une
série trés-dlégante , nommée avjourd’hui le Zhdordme de Lagrange. Enfin
M. Laplace a démontré ce théoréme, qui n'était encore appuyé que sur
une sorte d’lnducuon, et en a augmenté I'étendue dans le Mémoire que
j’dl d&h cité. ‘

Tels étaiént les matériaux les plus importans parvenus a ma connas-
sance, Jorsque je travaillai 4 la premiére édition de mon Ouvrage; ils
formént encore la base du ohapltre que j’analyse. J’ai tiché de les preé-
senter dans Pordre qui convient a P'état actuel de la science, en offrant
au lecteur les méthodes les plus smplcs, liées de la maniére la plus
directe voila pourquoi jai commencé par e erhploi du théoréme de Taylor;
de 1 je suis passé a Yusage des équations différentielles & deux variables;
etde proeéde de Maclaurin se trouve, dans mon OQuvrage comme dans

) C'est dans le second livre du Traité des Fluxions de Maclaunn, qna paru ce
théoréme. Le premier livre, consacré a la démonstration géométrique des prmcnpes et
des résultats du Calcul des fluxions, est digne de l'attention de ceux qui aiment Ia
méthode des Anciens; mais le second livre, qui renferme la partie analytique, est trés—

remarquable pour le temps de sa publication : il est biea supérieur anx traités qu‘on arait
alors sur le méme sujet; :
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le Mémoire de M. Laplace, précéder l'usage heureux que cet illustre
géométre a fait des équations différentielles partielles, pour développer
les fonctions en séries; et le théoréme de Taylor viemt ici se présenter
de nouveau. Je n'entrerai -pas dans le détail des questions résolues par
ces formules ; je ne citerai que la recherche des divers developpemens
des sinus et des cosinus d’arcs multiples en puissances de ces mémes
fonctions, et vice versd. Ces développemens, obtenus d’abord par induc-
tion, présentaient, dans certains cas, des anomalies singuli¢res, qui ont
attiré Pattention d’Euler, celle de plusieurs de ses disciples, et que
‘M Lagrange a aussi complétement expliquées dans ses Lecons sur les
Jonctions analytiques. Ce que jen ai dit ici, joint a ce qui est contenn
dans I'Introduction , semble ne rien laisser a desirer sur ce sujet.

La Méthode du retour des suites, due a Newton, et qui a rendu de
si grands services dans les premlers temps de Vinvention des nouveaux
calculs, perdait de sen importance, a mesure que les combinaisons ana-
Iyuques g’étendant et se multipliant , faisaient sentix les avantages de
Ia symétrie des calculs et de la connaissance de la loi qui enchaine
tous les termes d’'un méme developpement Celle qui régne dans les
formules du retour des suites, est masquée par des réductions, et ne se
montre qu’aprés qu'on a mis en evxdence celle des puissances du polynome
ordonné par rapport a une variable, ainsi que je Fai indiqué dans mon
Introduction. Le théoréme de Lagrange donne bien une forme symétrique
aux formules du retour des suites; mais les puissances du polynome
indéfini s’y retrouvent, et pour en former les coefliciens , on n’avait que
les régles données par Moivre, ou les relations successives obtenues par
Euler, au moyen de la différentiation. Le premier de ces procédés n'est
fondé que sur linduction; le second ne méne qu’a déterminer les coefli-
ciens les uns par les autres , ensorte que pour parvenir a celui d’un terme,
il faut passer par tous ceux qui le précédent. Tels sont les motifs qui
ont donné naissance a I'Aralyse combinataire, trés-cultivée en Alle-
mague, déduite de quelques vues que Leibnitz a proposées, sur Pemploi
. des nombres ordinaux a la place des lettres pour indiquer les cocfficiens

des inconnues ou des variables, et au moyen de laquelle on forme,
_par des opérations réguliéres , les coefficiens des termes du déveleppe-
ment des puissances d’un polynome (*). Sans doute, dans ces recherches,,

) Ce fragment de LeibnitZ est trés—curieux ;. il se trouve daus les Acta Erudi-
tarum , année 1700 » page 206, et daas les (Euwc.: de Leibnits,'X. 111, page 365. La
force des choses a conduit plusmurs géométres francais & se seryir dea nombres, an
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paraxssent avoir été commencées par M. Hmdenburg » et qui ont
ete suivies avec constance par des hommes de mérite, il y a des
procédés ingénieux et utiles; mais on me saurait se dissimuler qu'ils ne
sont encore par rapport a Fanalyse, que ce qu’étaient le triangle arithmé-

tique de Pascal, pour former les puissances du binome, et les tableaux -

employes par Vxéte et par 'Hopital , pour continuer les formules rela-
tives & la division des arcs de cercle.

Ayant remarqué que le théoréme de Taylor eta.lt, comme je l'ai déja
dit, la formule générale du développement des fonctions de quantités
binomes, et qure ses termes se déduisaient successivement 'um de 'autre
per un procédé uniforme, Arbogast imagina de modifier ce procédé, de
maniére a I'étendre aux developpemens des fonctions de polynomes; et
de 12 naquit une nouvelle espéce de différentiation dont Pobjet est de
déduire, les uns des autres, les coefficiens des puissances de la variable
suivant laquelle est ordonné un polynome quelconque, ou méme de cal-
culer P'un quelconque de ces coefliciens , en dérivant de son premier terme
tous ceux dont il doit étre composé. J'observeraben passant, que le nom
de caleul des dérivations par lequel il désigne sa méthode, est trop gé-
néral pour en donner une idée; car toute quantité qui tire son origine
d’une autre, de quelque maniére que ce soit, en est wae dérivée; et quoi-
quele procédé &Arbogast renferme celui de la différentiation , il n’offre
encore qu'un cas particulter du mombre infini de lois d’aprés lesquelles
on peut enchafner les unes aux autres, des quantités ou des fonctions.
Je crois quil est permis d’en dire autant de la dénomination de fonétions
dérivées , appliquée aux coefficiens différentiels , que cette derniére
expression caractérise seule d’une maniére spéciale. Quoi qu'il en soit
des termes, il faut convenir que le calcul des dérivations atteint le but
que l'anteur s'est proposé, et qu'il conduit a des résultats fort généraux
et élégamment exprimés ; mais les premiers Géométres de nofre temps

v'ont vu, dans ce-calcul, qu'un artifice particulier- de différentiation, _

appliqué 4 la formation des différenticlles des fonctions de -quantités
qui sont elles-mémes fonctions d’autres quantités, et aimsi de suite;

moins comme indices; mais aucun n'en a fait un usage aussi étendu et awssi ingénieux
que Vandermonde. Il faut voir comment il les emploie pour combiner les fonctions
des racines des équations algébriques, comment il exprime, par leur moyen, les
conditions d'une tresse, d’'un neend oud’un réseau, et il ouvre un nouvel acces a la solu-
ton des problémes de la Géomeétrie de situation, enﬁn comment il abrége les formules
d'é¢limination , et en facilite la combinaison. (Memozres de ¥ Académie des Sciences

de Paris, année 1771, pages 370, 566, et année 1773, 2°* partie, page 516.

’
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et ils ont pensé qu'en suivant cette marche on pouvait parvenir aux
mémes résultats, sans employer ce grand nombre de notations nouvelles
et de considérations particuliéres qui rendent Pouvrage d’Arbogast difficile
a lire. M. Paoli-a composé dans cette vue un Mémoire. dont j’ai donné
la traduction dans mon Ouvrage, et dont l'objet est, dit-il, .« de montrer
» comment, sans nous charger I'esprit-de principes nouveaux et de nou-
» velles maniéres denvisager I'état varié des quantités, nous trouvions
» dans le’ Calcal différentiel les secours nécessaires pour la solution de
» tous les problémes relatifs au développement des fonctions en série (*).»
Cependant, le calcul des dérivations a peut-étre été jugé un peu trop dé-
favorablement ; car M. Frangais, géométre distingué, qui s’est rendu fa-
milier ce catcul a la nmaissance duquel il a pour ainsi dire assisté, en a
tiré un trés-grand parti dans un Mémoire inédit sur le mouvement des
projectiles soumis & la résistance de P'air. Le nombre de séries que ren-
ferme cet éckit, et I'étenduc de leur @éveloppement,, sembleraient excéder
les forces d'un - calculateur, il fallait les obtenir par les procédés ordi-
nalres , qui d'ailleurs n’én laisseraient pas appercevoir la loi.
Un poinf remarquable de la formation de tous les developpemens H
c’est que la série de Taylor seule suffit pour dégager ce qui tient a la
nature de la fonction.” Qu'elle soit ‘irrationnelle ou transcendante, cette
circonstance ne porte que sur le premier terine de la quantité dont elle
dépend, et les autres n’entrent plus que dans des puissances entiéres et
positives de polynomes. M. Kramp, saisissant cette observation faite
par Arbogast, a imaginé une méthode (ui semble la réunion des premiers
principes du calcul des dérivations , avec les procédés fondamentaux de
Panalyse combinatoire, et dont il a dedult plusieurs-formules nouvelles et
remarquables , qui sont insérées dans som Arithmétique universelle.
Avant que cet ouvrage ‘et celui d’Arbogast aient paru, M. Burmann avait
donné atissi ‘quelques formules générales pour ‘développer les fonctions
en séries ; et dés 1779, M. Laplace avait présenté aux Géométres son
Calcul des fonctions génératrices , qui remplit ce but d’'une maniére trés-
élégante, et qui se lie avec plusieurs branches de 'analyse, & propos des-
quelles nous en exposerens les principes dans le troisiéme volume de cet

(*) L'unico ogetlo propostomi in questa Memoria ¢ stato quello di accenare, come
senza caricarci la mente di nuovi principj e nuovi modi di considerare lo stato variatp
delle quantita , troviamo nel Calcolo differenziale i sussidi necessarj alla soluzione

di tutti i problemi relativi allo sviluppo delle funzioni in serie. (Mem. de la Societé
talienne , 'T. XIII, page 31).
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Ouvrage, en y ajoutant extension que Pauteur lui a donnée depuis : nops
Temettons aussi a ce volume ce qui regarde la séparation des échelles ,
dénomination imaginée par Arbogast, pour indiquer une sorte de calcul
que Pon pourrait faire sur les caractéristiques des différentielles, des
différences et des intégrales, en partant de I'analogie qui lie les dévelop-
pemens de ces fonctions a ceux des puissances,” analogie que je fais
remarquer des le premler chapitre de mon Ouvrage.
En voyant un si grand nombre de Géomeétres, surtout en Allemagne,
réunir tous leurs efforts pour créer de nouvelles méthodes propres a
développer les fonctions polynomiales, on est naturellement porté & re-
chercher quelles espérances on peut concevoir de leurs travaux pour les
progrés de la science ; mais le grand nombre de découvertes inattendues
doit rendre circonspect celui qui se livre & ce genre de conjectures. Le
Calcul différentiel, par exemple, semblait dans le principe n’avoir pour
objet que de mener des tangentes aux courbes dont I'équation était irra~
tionnelle ; et sans la' détermination des lois du mouvement , il demeurait
restreint a la seule Géomeétrie. Cependant, en considérant avec attention
I'état actuél de la science, on ne peut s’empécher de remarquer qielle
est véritablement surchdrgée par des procédés, trés-ingénieux sans doute,
mais dont la puissance , renfermée dans des limites étroites et a peu
prés pareilles, ne dédommage pas celui qui les étudie des efforts qu'ils
lui codtent, et dont il ne pourrait étre payé que par unc abondante
moisson de conséquences, et surtout d’applications nouvelles ; c’est du
moins ainsi, ce me semble, quon doit en juger, lorsque, ne cédant pas a
un gout particulier pour les spéculations des Mathématiques pures,
on ne voit dans ces sciences qie ce quelles sont aux yeux du phi-
Josophe, un instrument sir et fécond pour combiner les lois des phéno-
meénes , ou les déduire des observations. Le luxe de Panalyse, si on
‘peut parler ainsi, est devenu presque cffrayant; et plus il augmente ,
plus il laisde voir sa pauvreté réelle dans tout ce qui tient aux méthodes
inverses; les seules dont la Physique puisse a présent retirer des avan-
‘tages. Les probléin’es sont mis en équation; mais comment traiter ces
équations avec toutes les circonstances quelles renferment? Comment
se dégager de ces hypothéses qui rendent illusoires tant de solutions o
le calcul est étalé avec profusion? Comment rendre praticables et sdres:
‘ces approxunatmns fondces sur des séries qui s€ ramifient de plus en
plus, a mesure qu ’on les pousse plus loin, ou cet enchainement de cor-
rections successives qui reaglssent les unes sur les autres , et constituent
des méthodes dont le succés ne uent q®a des rapports parncuhers de
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grandeurs données par les observations , et qui semblent determmqes ainsi
par le hasard. Voila ce qu’on ne peut's’empécher de voir, quand on se forme
le tableau de I'ensemble des méthodes analyuques et tout porte -a croire
que les difficultés qui les arrétent ne peuvent étre vaincues qu'a l'aide d’'un
calcul nouveau, fondé principalement sur les fonctions qu'on appelle au-
jourd’hui transcendantes, et qu’'on exprime quelquefois si heureusement
par des intégrales définies. Ces derniers mots m’avertissent que.je dois
terminer la digression dans laquelle je suis entré, et reprendre 'analyse
de Ouvrage que je présente au Public.

Le troisitme chapitre a maintenant pour objet 'examen des valeurs
particuliéres que prennent dans certains cas les coefficiens différentiels;
et en séparant cette matiére du second chapitre ou elle était comprise
dans la premiére édition, je me suis rapproché du plan qu’Euler a suivi. Un
chapitre des Institutions de Calcul différentiel est consacré au méme sujet;
mais la place qu'il occupe montre assez que Pauteur pensait qu'on dewait
écarter ces exceptions des conmencemens sur lesquels, ainsi que je ai déja
dit, elles peuvent jeter une obscurité dangereuse. C'estpar des cas de cette
espéce, que Rolle et quelques autres ont attaqué le Calcul différentiel a sa
naissance. Saurin leur répondit avec beaucoup de succés, dans plusieurs
Mémoires insérés parmi ceux de PAcadémie ; mais il s’agissait principale-
ment dans ces dlsputes de l’apphcatlon du Calcul dlﬁ'erentlel aux courbes.
Euler est le premier, a ce que je crois; qui ait envisagé le sujet du cété
purement analytique ; et les explications que M. Lagranve en a don-
nées depuis , les ont dépouillées de la forme paradoxale qu’elles avaient
au premier coup-d’ceil. Loin de paraitre anjourd’hui un défaut dans le
Calcul différentiel , on reconnait qu’elles sont un développement néces-
saire des lois de la génération des fonctions , sans lequel il y aurait con-
tradiction dans ces lois; et c’est ce qui arrive toujours aux paradoxes
analytiques, quand on est parvenu a leur véritable origine ; mais pour
y arriver, il faut considérer un grand ensemble, et saisir le fil qui lie

~gntre elles les diverses parties de ce tout. Ce n’est donc que lorsque la
science est avancée , que Pon peut atteindre a ces éclaitcissemens ; par
cette raison on ne doif les présenter aux lecteurs que lorsqu’ils ont acquis
déja une assez grande instruction; et qu’on ne dise pas qu'en retardant ces
notions, on peche contre la rigueur de la méthode. Il ne faut pas outrer
cetterjgueur: ce n’est jamais dans leurs premiéres études que les géométres
les plus célcbres se sont livrés a ces discussions épineuses ; un sentiment
trés-fin, et la grande masse de résultats qui s’appuient les uns sur les
autres, ne laissent pas licu aux ‘esprits.bien fuits, de douter de la vérité de

.
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L X WTeﬂeewsam doute 1a -cause pour laqueﬂe les
Bornoulli: ne vbus ent rien laissé sur b métaphysique du Cah:ul diﬂ“-
reatiol npeliln oint enrichi de tart de découvertes.

- Fuf era devolr:pliéer &g ce chapitre la théorie des maximums et
dn mirtinams ), perce que non-seulement ils répondent a des valeurs
particulidres - des coefliciens diffrentiels, mais parce qu'en cherchant a
Jes déternsiner ,; on' témbe trés-Sotivent ‘sur ces' valeurs stnguliéres dant
il frut comsmitre le sens. Deptiis Petnploi fréquent du-théoréme Je Taylor,
presque partotit,on a §dé la recherche des maxitmums et des minimuiys \
sur oe théewdme, & Pexemplede Maclaurin. Cette marché, ttes-lummeuse
sens duate, nexwénocependaht qu'i un résultat mcomplet car lors
envisage les:fopotions dume maniére purement analytique, il y a de véri—
sebles maximutas ou minimems guicorrespondent i des valeurs inifinies da
cosifivient difffrentiel du premier ordre, puisque dans ces circonstances
Taccecimsenwnt de ces -fonctions se change en décroissement, ou vice
vered ; et:le caraciire qui les distingne des maximums ou’ minimums
mpnm dee valeurs nulles du coefficient différentiel ,“est pure-

; peisqu’il repose sur la forme que prend la courbe
dﬂ h Aaction prq!mée teprésente Pordonnée, Cette obsetvation ma

lengngé & Jos.aomprendte dans la théorie que j'4i dénnée; et je pense que
pr i elle st :devenue non-seulement plus compléte , mais plus clalre

.. @ent:dnne- colte eivcenstance qu'on fait pour la premiére fois usage
bm&-b:wonnrgeme des séries ordonnées suivant les puis-
sances @alo quuntité préte A s'évanouir, et daprés lequel un terme de
«cos @lities peut Sive. wendu plus grand que da somme de tous ceux’ qm fe
subsint. €p prtinsip , Guon pent justifier en peu de mots d'une maniére
mwmme Page 563 ), était généralement admis ﬂepuis

pdr Mystes et’par Maclaurin lui-méme, quelque pamsan
qr’ﬂ& -géomiétrique; mais ‘lorsque M. Lagrange s'en est
servi . deis 88 Fidorie: des Ponctions , il en a donné une démonstration
qul vepent. st ' sormingon de a série de Taylor. I’Alembert,, daris
ses RovheriMes ur: différons pomis ‘bmportans "du Systénm du .Mon&e
(T. 11, page 6o), était parvemu & cette ‘sérié ‘par une voie qui re
ln-8éweloppe: que’ p¥kCessivement ; mais Pexpression du reste est en-
gagbe sows: des signes dmtégration qai se compliquent de plus en plus,
ot m pam pts &e Pemployer ici; clest pourquonM Lagrange
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a cherché a metire ce Teste sous une autre Sorme. Dans km quil £
a VEcole Polytedhmque, en lan 1v (17g5), 00 ses anditenrs ont en ia se-
tisfaction de voir pour ainsi dire naitre ses idégs et de. aumpipdc”i
le fil de ses méditations sur ce sujet, il. avait rexparque que lee. limites
d’une portion quelconque de la série s'ohtienggat. avec Ia- plan grands
facilité , quand tous ses termes sont positifs, Leur expreasm., saus
ce cas, convient aussi a tous les aytres ; mais pour s'qn apsarer,
M. Lagrange a étefarcederecouma des considérations qgai. tennent
au Calcul intégral; et qumqull les ait heancoup simplifices -duns.. ses
Legons sur le Calcul des fonctions , je .wui. pu les exmployer. entbre
sous cette forme, d’apres la loi que je my'éiais. impopde. da remvoyer
au second_ volume tout ce qui tiegt au.Calcul .iptégral Fai dome
présenté ces considérations dans un ordre inverse, . ep. indigudt . les
premxers pas. faits par M. Iag,range y Ppour. parvenir au.but. quil
s'était proposé, et dont la connaissapce répand, ce #e.aemble , boau~
coup de lumiéres sur ce eujet. Si lon ne pewt s'ampéober de conivenir
que la possibilité de comprendre ainsi la série de Tagdor,.a pestic
d'un terme quelconque, entre deux hxmtes qu’on peut resserrer audant
quon veut, est bien propre i fixer les xdega dans plusigurs applications
. du Calcul différentiel, on ne saurait oependant ee dissimuler qu'au -fonsl
elle ’est pas plus évidente que le pnnqpe de la Wdﬂ sdries
que ]ax' rappelé plus haut; car il faut néogeasizement Sappuyer sur ce
principe, pour montrer que le signe d'upe fonetion. guelcongue dépmd
_de la somme des valeurs qye prend le.premier terme de la série qui
exprime son accroissement, 0u, ce qui est Ja méme €hoge,, des valeurs

desad que Pon recannajsse q'un terme

multip] ne quantité susceptible de dimi-
huer ¢ ir ,. peut. surppsser la somme de
Jtous le . deg puissances plus élevées de
Ta mér remargue. suffit pour. fonder les
applice.... .- Faylor, dans lesquelles il ne.s'agit

"gue de la poss:blhté mtellectuelle de rendre un terme myemur ala
somme’ de tous ceux gui le_suivent. .
" _Ces applications sopt le sujet du quatriéme chapm'e de mon Ouvmge
"efles sont encore précédées, comme,dans lapremlq:e ed;;ton, d’upe théorie
‘algébrique des’ courbes , mais dont j’ai supprimé a peu prés. toute laspartie
‘élémentaire qui se trouve dans mon Traitd de Trigonamétrie rectiligne

ot sphérigus , et d’application de I'4lgébre d la Géomdtrie. Ces méthodes
algébriques, reposant sur.des idées qui sont au fond les mémey que
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cefles qmsmtﬂe base & Papplieation du Calcul di#frentict, de qnelque
maniére qi*Onr lerprésente, préparent eres-naturel!ement a cette appli--
ation. Ju i e sous déux points de vge: Pun, qui- nemprunte
esplisitimierit ancute notion dé Mafini, est di & M. Lagrange Arbogast
yéulamﬁparv‘emdeson c8té, en suivant les traces de' Newton et
de Maclaurin, qui, comme on I'a vu plus haut, censidéraient le déve-
loppement en séne du second état de l’ordonnee

Ex rertdant justict & Iévidence de cette marche, j'ai cru ne pas deveir
négliges I considération des infintment petits,-qui abrége et facilite con-
Mthmen&pahondeuproblémesdegécmemeetde
mécaltique ; &t le rapprocienient que j'aifait des deux méthodes, prou-
vera, jo paulie, unx lecteurs attentifs, qu'elles ne. différent que dms les
expreasiptior L subordinstion desdiﬂ‘érentteltes des divers ordres sur
laqaelie - repose S0k Pédifive ‘des iifiniment petits; et'qul parait au
premuitt - covp-deell si difficile & admettre , -s’explique avec la plus
graidi clarté, par tes développemens que fournit 1a série de Taylor,
0. “posr s - diffétences sacoessives dPune -fonction quelconque,. .
sok powt celles- des lignes qui repréeentent ces différences dans les
couthes: 8i §é.ve me trompe, la maniére dont j’ai présenté cette théorie
seusla‘point 'do-vue analytique dans le premier chapitre, et sous le -
paiat 8o vao géométrique dans celvilci, ne doit laisser aucun nuage dans
Fespuity ener totit"se " réduit & concevoir que le rapport de deux séries
mcendanites ‘ordonnées par rapport a la méme grandeur, 8'évanouit lors-
que-‘otliongui et au nuniérateur, commence par une pmssanoe plus
Gevid o' la varistle que celle qui est au dénominateur. - -

"Gack- Yamloe natureflement 4 la théorie des limites, qmmepamit-
toujowaleetie: qit concilie T mieux la briéveté avec Pexactitude du rai-
sontigmant ; q‘ﬂ,mntponrainmdmelenﬁﬁen entre les considérations
leaphd @otgnéen; inet i portée de les saisir toutes et de lesrapprocher entre
cllen. 8 j'ei retranché icia upréstoutoeqm(:onoemmtoeﬁtheorie
Cestoparpe qle j'ex -ai fait la base de inon Traité élémentaire de Caleul
diffdveniied ot dv Calcul intdgral ; mais jai laissé subsister , comme Pin-
dicstion dPun fit remarquable, ladétermaﬂondesmhesoscuhtmea,
per 4w cdiwidesce des points Finteteection de toutes celles de méme
elphs qui ggncontyent 1a proposde. L’usage:que- j'ai fiit du théoreme

'lith cireonstance, dispensanit de toute comstructiom

’ %gne ce procedé de plusieurs autres qui ont eu le
méane objet, et qui étaient appuyés sur la méme considération. A tous-
npatcbm amdm, qoe Jorsque les divérs pointp dintersection
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sont iréunis enmn seal; Toell -wappengoit: Phus-dediiience dans Ko

congaets. censidéeée isblément ; mais en convenant-de:la vérité da Veb»
servation, je ne-Crois-pas qu'on puisee Sqarter oatte théarie dun. ouvrage
de la nature du mien , dans. lequel il ‘est & prepes. do menirer partout
les traces de la loi de continuité, et d'indiquer- touteahsnm méta~
physiquds de quelque impartance. . .

L’existence des points singpliers des gourbes sa he gux ehw
de fortne que subit dans certains cas le développement de la difiérence des
ordonnées ; et Ja détermination de ces points a tovjours 4% jncamplite ot
fautive ; tant.qu’on & voulti la fander sur des régles particuliores & thaque -
espéce de points. Maclaurin a ouvert une maeilleure route ,-en ‘Mmtrov
duisant dams oette recherche, commse.dems celle des. masissams et des/
minimums , la eansidération de deix ordonnées entre l¢squelles soit:
comprise celle du point singulier; mais.il n’a pas complété Fénumeération:
des eas’qui peuvent se présenter. Fai suivi sa marche.dans la:premidre
¢difion de-mon Ouvrago ; et en Pexaminant avec attention, j’ai,de premier,
3 oe que je crois, réduit la: question: a ses véritablpe termes, dans mom
Trhité élémentaire, per ume régle generale ot simple, qfon trouvera
également dans. celui~ci, aceompagade de quelques explications qui font
bien veir que les points simguliers, n’étant que le passage’ d'une forme
2 une autre, ne-sont pas indiqués par un caractére spécial, et a8 peuvens
dtre distingués s\?aemt(meparla(bcmﬁon des pmiesdecomvbe
quiils séparent. -

: Deagartes avait indiqué dnus sa Geomitrie le moynndappbqner Ianas
lyse aux surfaces et aux courbes considérées dans Pespace ; et , daprés
a¢s idées; plusieurs problémes importans soit sur-les courbes‘a‘n double
courbure , soft sur les surfaces courbes, avaient été résolus par Clairaut ;
Mermesnin, Jean Bernoulli et Euler : ce dernier avait méme reconnu les
deux cowrbures principeles des surfaces ¢ourbes , ¢t Pexpression analy-
tigue du caractére qui distingiie les surfaces développahlea de calles qui
nie Je sont pas; mais toutes ces belles'décoavertes n’étant pgs présentées
par une analyse uniforme , n’offraient- pas eneore un énsemble :satis-
faisant. M. Monge, en y introdtﬁsant'la‘symétrie et Pélégance ; qu'il &
poussdes si loin dans tous ses caleuls, a changé Ia face de cette branche
des Mathématiques, quiil a dailleurs considérablement earichie par ses
propres découvertes: De son cdté, M. Lagrange , par eon Mémoire sur |
la. Théorie des Pyramides ( Mém de T Acad. de Berbin., r53),
est un- chef-d'ceuvre dans ce gemre , -faisait: sentiv qu'on pouvait dé-
esurvriv les propriéaés de I'étendue, par des calculs analytiques, fondés
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leﬂwhhm . sans faire suoune, cqus-
truction préparatoire, ni méme shider daucune figure, La Meésanique
anabptigue .offn . égaloment -beaucowp de détails qui tiepnent a ocette
manigre  Aenvisager la Géométrie , que Von pourrait .appeler aussi
Géométrn .analytigue , €t d'apres. laguelle .on congidére , au liey. des
points et des triangles qmle.s déternzinent, les lignes dnnt ils sont les
intersections ,. et.au liew des lignea , Jes plans. ou lgs surfaces .qui Jes
contiengent ginplianément. Aucun ouvrage élémentaire wayait éié.publié
sur-ce sujel .avent la premicre éditien de ce Traipd; je fus obligé din-
sérer dans le chapitre IV, les punapalesdctermmanonsdelah@e droite
suivagl des cenditions denmées,, pour servir d’introduction au chap. V,
ol je présenlais. les découvertes «do M. Monge, rapprochées dea-tras
vaux d'Euler et des autres: Géometres. Depuis, coa préliinaires ayang
serwi _de hose. & men. Trait¢ dapplication dg I'Algabre 4 la Géomé-
tric, .ok .ayent paseé . copite dans beauaoupdam@ WVINgES 5 je lep
ai sgpprimés dane cekie nouvelle édision 5 mais- ’ai-donng plus.de déve-
loppement i.1a pertia gui-embrasse les. trojs dimmsions de lespace, ¢}
qui fomme tevgeurs de V% chapitre. Fai thehé da le rendre encore:plup
indépendant. dea copsidonadions gooméigues, en wappmyant sur de
Rotiopa die plen ef- de-la ligae dyails, proponses per M. Foprrier, dang
une des’ edances.de . LEgaje. normuls, of ol moyey desguelles touje la
Géométrierne:xeposesait gue sur la- opnsidéragion- de la propriété fon-
damentale du iriangle rectangle. On pourrait eneorg remanier plus bant,
car M. ogmdye a.donnd, dans kg Roles de aes Bliweaws de Gdunéirio ;00
moyan de tivey immédiatement la théoria des triangles semblables, -des
copsdguencon dede superposition , ot M. Copancez, dans un Mémoire fondé
sur.fgs principes anajggues, est parvenn aax théorémes les plus impor-
tane:de 1a . Géaméirie <liémentnire. Ces mcharches pourraient: ne paraitiy
que, curieusse ; weais il est.incontestable que la Mécanique: a vetiré les
plya grands avantages de analyse- appliguée a la Géomélrie dana Les~
pacs : muqimomdevpmmwdanammOuumgBMmqmpouvw

" préparer & Pintelligence des formules générales relatives;et a I

¢l a8 mauveinent des corps, et Cegt peur cela: que jai- introduit expli-
mbmdudamhemwdnphnetdahhwdmm,qw
Fai détexming -la pesition du plan.que M. Laplage a fait connaitre sous
la dénominasion de plan ipvariable; ¢t gqueé je me suis beaucoup étendu
swla transformeation des coordonnées dans I'espace. On remarquera peui-
to lo moyen par lequel je-passe des formnles données par M. Menge
(nage 856) -k vitfacilen i oltenir par up, puincipe fécend di-a M. Cagast,
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a celles d'Buler, qm;mumr&esmnportantdmslathémedumou-
vement de rotation des corps solides.

Fai éclairci et développé Fénamération des surfaces da second devré
rélimination des fonctions arbitraires, dans les éguations qui e
les principales génémations des surfaces ; et aprés avoir exposé I théorie
des développées des courbes a double courbure donnée par M. Monge,
yai cru devoir indiquer quelques moyens dexprimer malytiquemertt
les transformations gue subit une courbe qu'on enveloppe sur une
surface, ou qu'on aplanit en développamt cette surface. Cos recherches, .
que javais présentées & I'Académie des Sciences en 1790, se Kent avec
“celles de feu M. Lancret, et peuvent oonoounraeomplélerl‘édﬂbede

la Géométrie analytique dont M. Malus a fait une heurcuse apphcatnon
R al’opnque considérée dans toute sa généralité.

B Iorsquelesprmpeoducm:ldi&remdsontbmémbhs le Calcut
intégral,, qui en est linverse, n'offre plus qu'tme collection de procédés
analthues,qudﬁmt ordonner de maniére & faire ressortir le petit nombre
derapportsqmexistententrem car ils sont trés-souvent isolés. Commid
je Pai dit plus haut, il a été cultivé d¢s la nalssance du Calcul différentiel;
‘mais ses méthodes sont restées longtemps éparses dansies Journaux scieits
tifiques et dana les Mémoires des Académios. Le premier traité complet
pour le temaps ou il a paru, et dans lequel on put appercevoir ftendue
de cette branche das ucuvesux ealculs, est colui que M. Bougainvifle
~ publia en 1756,pmrm1rdesni(eal’dm§yudnmﬁmmwn de
- PHépital. On y trouve, dutre co qui a éié découvert per les Bernoulli &t
parquelqneegeomémitahmsqmaesontoowpésspéchlementdu
Calcuhntégl‘al Pextrait des beanx Mémoires que d’Alembert a donné -
danslesannées 1946, 47 et 43 des Mém. de I Acad. de Berlin, et qui font

dans cette branche des mathématiques. Pend’annéesapres Euler
ocemmeriga la publication de son Traité de Calcul intégral, faisant suite A
ses Institutions de Caleul diffirontiel, i son Introduction b Yanalyse deb
infinis’, el formant avec oesxmporunotmt& lelplusbeau cours
'd’analyse qui edt encore paru.
en 1768, époque o le dernier des sept volumes dontee
‘conrs est composé fut mis au jour, Fouvrage avait cessé d’étre complet;
‘on W'y trouvait rien sur les équations aux différences, et i y manquéit
‘Qailleurs Fapplication du Celcul différentiel et du Caldul intégrad i la
théorie dés courbes : mdmt]ugerparli~deoeqn?ﬂﬁnnuyajoutér
‘pour faire conneftre 'état de la Science en 1798, 'oit- a paru’ le second
volume de mon Ouvrags, comgrenant le Caloul indégral phoprement e,
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Dany ve volume, je me suis & pen prés conformé au plan suivizper
Ruler, qui classe les méthodes daprés la forme' des fonctions anxquelles
e\lesszaﬂqﬁle’agnderemonm d’un coeflicient différentiel
3 la fopction dont fl dérive, os coeflivient peut étre donné explicitement
par la-variable indépendante, on bien, lié avec cette fonction par une
¢quation Jiffécentielle; lepramercas,qne Pon appelie auesi la méthode.
der- quadralimss, parce qu'on y raméne la recherche de Paire d'ime
cowrbe, occupe le pramisr chapitre, dans lequel je passe des fomctions
ralionnalles qRlicres aux fonctions fractionnaires et aux fonctions irra-
MQM de recourir dans le plus gxandnombtedecas
SUX moyens approximatifs, mene & Fintégration par les séries; mais
celie @i 9'opére par le développement de la différentielle, donnerarement
une formule convergente, eequutwpmdantindmpenubhtomeelesfbm
quil #'agit Fapplications numeriques; aussi renvoyait-on alors a ¢e qu'on
appelait la. guadnsinre aaicanigiie des courbes. Ce moyen consjstait sans
dowte, dans-led premiers temps, & tracer la cowrbe qni a pout ordonmée
le- confliciens différemtiel, etadémmineuonmepuune approximation
graphique. G’thum«ms aimsi qu'on peut expliquer comment les pre«
micxs gégmpiives gui 8¢ sont occupés du Calcul intégral, regardaient
comme nola, 1 probidroe réduit i la quadrature d'une courbe; mais
Mmam«bhﬂnmudﬁmedunlemd’unoertmn
noppbe. dierdonnées, cette quadrature mécanique : celles ’Ealer se pré-
sntent paturellement ici, et los autres seront indiquées dans cette nou-
ello. édigion, loree’il sefa gmestion des principes sur. lesquels -elles
repescat. On doit mettre aussi an rang des acquisitions les plus remar»
spnkics du Caleul intégral, dans la partie des méthodes d’approximation,
oo e M. Lagrange a fait, en 1984, sur la différentielle qmconuentun
radival guarré affoctant.un polynome du quatriéme degré. ,
Em periant dans le second chapitre, des applications du Calcul dl%-
rential & la quadreture et a la rectification dee coutbes, j'ai déduit du
procédé que je viens de citer , les théorémes concernant ka transformation
des arcs d’ellipee . ausquels M. Legendre est parvenu en 1786. La quadra-
ture et lo cubsture des serfaces courbes quelconques, amenant les pro-
blémes ot Yom s’est propesé de trouver, sur les surfaces, soit des lignes
metifigblea algébriquement, soit des espaces quarrables, conduisait natu-
religment & parier. de Pespece de €zloisl intégral indéterminé, ou il s’agit
&’mh‘dﬂo@eddtﬂorhﬁmewn&&muenepourqneﬁmégmlc
s0it dsne nepare donnée. On n’a encere résolu dans ce genre, quj coms
m&mm& Florenee proposde par Viviani, que des
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problémes tuinfeux ; mais cotte recherche, qu'Euler a le premier téaté
dere&mmméthodereguliere etmttropmmarqmblepourlapasser
sousalence,et]enumdlqmleslmesdesma premidre édition.

Le troisiéme chapitre est consacré aux équations différentielles a deux-
variables, c’est-¢-dire & la détermination des fonctions d’'une seule va-
riable, au moyen d'une relation donnée entre cette variable, la fonction
qui en dépend et ses coefficions diférentiels. Cette branche de lanalyse ren.
ferme un grand nombre de procédés, mais qui malheureusement n'ont
guére de succés que dans des cas trés-particuliers, et a peu prés les mémes
ponrtou.C’atanuonnethguéreaboudedetam'rhhawr
propre a rendre une équation différemtielle intégrable, que dans le cas oa
Yon sait séparer les variables ; et cette derniére méthode, qui remonte a
Yorigine du Calcul intégral, estmmnnedesplnsﬁéeondea mais son
application me présente qu'un petit nombre de résultats tant soit pep
généranx: los. sutres sout. I'effdt de snbstitutions heureuses, que le tact
qui s'acquiert par yne lamgue .pratique suggere a des analysies exercés,
ot dont on ae sauneit rendce raisn 4 priors. Je donme plusiears exemples
de ces c3e ; mais comme ila offrent pem dintérdt quand ils we s¢
reppertent & ancune guestion physigue, je passe anx équations ou les
coefficiens différentiels et la fnetion ne montent qu'an premier degré,
et que j'appelle pour cette raison, dguakions du premisr degre, la déno-
mination de lindaires quion leur a donnée étant trés-impropre, puie-
qu'elles n’appartiennent point & nge ligne droite. Ce gue I'on sait sar ces
équations, compese Ig senle théorie que P'an ait dans cette branche du
Caloul intégral, et sert de base & toutes les méthodes d’approximation
nmployéea danslesrechervhes physico-mathématiques. C'esta M. Lagrange
quon est redevable des deirx propositions générales que comprend cette
theone,oommeamsideuhsqmapmnenthlmsonquenateenm
ame mtegrah et les solutions particyliéres d’'une equm différentielle,
et qui tiennent & 1la maniére d’étendre wne équation & des cas qulelle
e comprend pes explicitement, en faisant varier les constanges qu'elle
renferme; pmoédednntl.l:agmngemdeﬁmbsphshdhsappb-
-<cations auxproble:ude hmmqne,mue mouvement des
corps ‘célestes,

met&ladetm;ldesm:pamm pu'lasudeoon-
naissance de Néquation différentielie , de nouvelles recherches ont montré
‘que le- progédé le plus sir Stoit eelui quiavait doupé Euler dans som
Caloul intdgrel , que .M. Laplace - ensuite étendu et perfectionns:,
et dont M. Poisson 8'est servi_ pour compléter.cette dcmminauonpq
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Tapport a toutes les eSpeces d’equatlons différentielles. Voita l’expose
rapidé des matériaux que j’ai du employer dans lc chapitre que jai em .
vue dans ce moment ; plusieurs n’étaient pas encore publiés lors de la -
premlere ‘édition. A ¢es matériaux il faut joindre quelques questions
géométriques , résolues pour indiquer Pusage des équations différentielles
dans la détermination des courbes d’aprés leurs proprietes ‘En passant
en revue les méthodes, dans une partie de Panalyse qui laisse tant &
desirer, il était naturel de presenter quelques vues sur les moyens de la .
perféct}onner ; et c'est & quoi m’a conduitil'examen’ de Pintégrationrde -
ces $quations formées de deux différentielles semblables, dont aucune
nest separe‘Ynent intégrable.” Elles' n'ont été remarquées, d’abord par
Fagnano, qu’a Pégard des arcs elliptiques; mais elles ont lieu par rapport
aux loganthmes et aux arc¢s de cercle, et pourrment bien donuer nais-
sance a une théorie trés-féconde, ainsi que je I'ai indiqué dans un article °
contenant quelques réflexions sur les transcendantes en général.

Fai, dams-ce chapitre et*dans le pre'cédent, choisi mes exemples parmi
les. plus remarquablés de céux quw'on trouve ‘dans le Traité de Calcul
intégral d’Euler ; et Je crois wawoir laissé de coté que ce que tous les bons
esprits s:accordeﬁt a regarder' comme dés longueurs. Je passe ensuite
aux fonctions de denx ou d’un plus-grand nombré de variables: ce
chapitre, qui est le quatriéme, commence par Pintégration des diffé-
reptielles totales comprenant un nombre - quelconque de variables, ot
satisfaisant aux conditions d’intégrabilité, dont je donne a cette occa-
sion la théorie générale. Dans la premiére édition, cette théorie- venait
a la auite de 'fexposntlon des principes du Calcul dlﬂi’erenuel et en:cela
j'avais suivi Pexemple d’Euler; mais le developpement quelle exige au-
jourd’hui, ne permet plus qu'on la place: auss: loin-de ses applications.

La considération immédiate des équations s entielles totales conte-
nant plus de deux variables, se presente bien rarement que celle des
équations djfférentielles parnelleﬁﬂeeét Euler quilepremier a intégré une
de celles—ci, en résolvant up probléme de géométrie: pure;..mais .
#'Alembert, en' les introduisant dans la'théorie du mouvementodés
fluides ; a 'h mérite d’en avoir fait'sentir toute l’importanoe. Il en a in-~
tégré plusieurs par des méthodes fort’ ingemensss mais: sa mantére’ de
les présenter sous la forme de différenticlles a rendre exactes, jetait beau-

de complication sar le sujet; tandis’qu’Euler , en écrivant I'équation
méme & laquelle cette condition doune lien, en indiquait le véritahle
sens, qui est doffrir une relation -entre les vanables primitives et.-un
certain mombre “de coefliciens djﬂ'erennels relation qui est-en géngéral -

2. A f
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insuffisanté pour déterminer entiérement la fonction cherchée, puisque
" gette fonction a, dés le premier ordre, plus d’un coefficient différentiel ¢
etil faut dire ici que la définition du Calcul différentiel donnée par
M. Lagrange, dans son Mémoire de 1772, déja cité, rend bien évidente la
liaison de ces équations, ou du Calcul différentiel partiel dont elles sont
. Fobjet, avec le Calcul des différentielles totales, Ie seul dont on s'était
@’abord occupé. Quoique les bases du premier de ces calculs puissent étre
eondidérées comme implicitement comprises dans le second, son usage
dans les recherches physico-mathématiques est tel, quon 'aregardé avec
raison comrhe formant une découverte digne d’occuper dans I'Histoire lit-
téraite du 18* siécle, le rang que tient la découverte de Leibnitz dans celle
éu 17°. Les méthodes que Ponemploie aujourdhui dans ce calcul, sont dues
principalement aux travaux d’Euler, & eeux de M. Lagrange, sur les équa~
tions différentielles du premier ordre, combinés fort heureusement par
Charpit, géométre mort ala fleur de PAge, au beau Mémoire de M. Laplace,
dur les équations du premier degré (ou findaires), et aux recherches
fle M. Monge qui, considlérant ¢e calcut par rappcrt a la génération des
surfaces courbes, I’a poor ainsi dire inventé de nouveau, ou du moins
ne doit qu’a lui seul tout ¢e-qu'il'en a pubfié dans ses divers Mémoires. En.
eherchant a retrouver par des considérations purement analytiques, I'in~
tégrale de Péquation de 1a surface dont Faire est un minimum, donnée pour
la premiére fois par M. Monge , M: Legendre a aussi ajouté quelque chose-
ace qu'on savait sur les €quations différentieRes partieltes du second ordre.

Maigré les recherches .de ces géométres célébres, le Calcul intégral
aux diff¢rentielles partiellés £st -encore bien peu avance, puisque, passé
le premier ordre, on ne sait pas méme le nombre et la natare des ar-
bitraires que-doit contenir Pintégrale-d’une équation, pour étre générale.
Jai fait. voir dans la prewsiére édition de mon Ouvrage, la fausseté de
Yanalogie qu’on avait vowie établir entre les fonctions arbitraires et les
constantes qui -complétent les intégrdies des équations différentielles to-
tales, et #'¢liminent une a une & chaque différentiation. Depuis, plusieurs
Ghométres ont repris ces:considérations ; mais je ne crois pas qu'on sache
encore rién de pesitif & ce sujet : tout ce qui semble prouv€, test que
la division des équations difiérentielles particlles en ordres, ne parait pas
conforme ‘a leur nature;.car la difficulté de les intégrer et Pétendue des
équations primitives dont elles dérivent, ne correspondent pas avec cette
division. Pareille chose)peut s’observer par rapport aux équations diffé-
rentielles & ‘deux variabiles , si Yon fait attention aux équations du premier
'degré a-coefliciens constans, qui-sliniégrent de la-méme maniére dans
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tous les ordree; on a vu aussi que la classification par le degré dans un
méme ordre , n’était pas plus en rapport avec les difficaltés de l’lntegratlon R
et cette circonstance a lieu aussf dans les equatlons différentielles & deux

variables, comme le montre P'équation y — z = f(dy) qui 8'in-

tégre toujours par le méme procédé, quelle que soit la forme dela fonction
désignée par f. On pourrait faire de semblables remarques pour les équa-
tions algebnques mémes, par rapport a la correspondance entre laforme
des racines et le degré des équations auxquelles elles appartiennent. Etablir
dans toutes ces espéces de fonetions une classification meilleure, et qui
mette en €évidence les transcendantes fondamentales ou indépendantes,
cC’est peut-étre le plus grand pas a faire maintenant dans Fanalyse.

En exposant ce que P'on doit a M. Mouge, sur le Calcul intégral anx
différentielles partielles , je ne pouvais pas omettre Pinterprétation la-
mineuse qu'il a donnée des équations différentielles a trois variables qui
ne satisfont pas aux conditions d’intégrabilité, et qui représentent des
courbes assemblces en famille par des propriétés qui ne permettent pas
qu'elles soient toutes sur la méme surface. Considérées sous le point de
vue analytique, les intégrales que M. Monge a données de ces équations
diffrentielles, viennent se rattacher au Calcul intégral indéterminé, dont
jai parlé dans le deuxiéme chapitre puxsquon peut trés-souvent ch(n.sn'
dans I'ensemble de ces intégrales celles qui sont algebnques et pour en
rendre l'existence mdependante des considérations géométriques qui les
avaient fait connaitre a M. Monge, j’ai montré leur liaison avec la theone
des solutions particuliéres due a M. Lagrange.

Le Caloul des variations , fruit des premiers travaux de M. Lagrange
et quEuler s’empressa d’etudler de commenter, et de snbstituer au bel
ouvrage ou i avait résolu le probleme des isopérimétres (*), est Pobjet
du cinquiéme chapitre, le dernier de ce volume. Outre son usage pour
déterminer les courbes ou les surlliees qui, relativement a leurs aires,
lears arcs, leurs volumes, etc. jouissent de maximums ou de minimums,
ce calcul est devenu mdmpensable dans la Mécanique, depuis que
M. Lagrange I'a appliqué au développement des conséquences du prin-
cipe des vitesses virtuelles ; mais pour ne pas lui éter de sa simplicité
et de son élégance dans ces nouvelles recherches, il fullait lui conserver
la forme sous laquelle son inventeur la présenté d’abord, et qui est sem-

(*) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes.
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blable a ce.Ile que Ia metapbyanue de Leibnitz donne 4 la différentiation :
‘c’était aussi la Jmarche que javais suivie dans la premiére édition de mon
Ouvrage. Cependant il était 4 desirer qu’Bn pit , sans ui rien faire perdie
de ses avantages, lier le calcul des variations avecle développement des
accroissemens des fonctions ; et M, Lagrange y est parvenu dans la se-

.conde édition in-8° de ses Lepons sur le Calcul des fonctions , em-se

-rapprochant de la maniére dont Euler avait déduit du Calcul djﬁérent‘iel

.partlel celui des variations. Cet illustre analyste, ayant’Phabitude d’é

miner les différenticlles , en indiquant les coefficiens différentiels de la

fonction, desirait pouvoir faire la méme Those par rapport & Ia variation

de l’ordonnee 'sans pourtant se priver des termes’ que la variation de
Pabscisse mtrodmt dans les equauons délivrées du signe f, au moyen

_desquelles la méthode des variations donne Ta solution complete de tous
Jes problemes qui 8’y rapportent on voit méme, par ses différens Mé-

moires sur cette matiére, qu’il eut tou]ours queTque pemea concevoir
lemstence de ces equatlons. Au reste, M. Poissen a'montré quelles sont

.1mph01tement comprises dans la partle de Ja variation affectée du signe f,

Jorsqu'on introduit dans cette partie les constantes arbitraires que com-
ortent les intégrales des équations différentielles de la courbe cherchée.

-Jai_profité de toutes ces recherches Jpour perfectlonner cé chapitre dans
" Pédition présente.

Le développement des fonctions en séries conduit au Calcul différen-

“tiel; le Calcul intégral fait connaltre ‘de nouvelles fonctions gqu'on ne

peut cxpnmer que par des suites, et I considération de ces derniéres

fait maitre le Calcul aux dmﬁ’rences fintes, que pappelie snmplement

Calcul aux dzﬁ‘efrencps Telles sont les Misons qui m’ont porté a le sé-

Jparer du Calcul différentiel quit comprend cependant intplicitement
,comme cas paruculier Cet ordie présente, selon moi; un avantage

assez 1mportant c’est celui de réunir, dans un seul corps de doctrine
toute la théorie des suites; morcelée dans Ia plupart -des livres qui

“en traitent, ce qui na pomt été “fait depuis Facques Bernoulli et
'Stirling ; quoique la matiére se soit: prodigieusement accrue par les
“travaus d’Euler, de MM. Lagrantre ¢t Laplace. Le Calcul aux différences
Jorme donc le premicr c'haprtre ‘du troisitme volume de cef Quvrage,

vo]ume qui porte I titré partlcuﬁer de Traité des diff¥rences et des
“séries. Dans Texposition’ de la partie directd e ce tdlcul; je rapporte

plusieurs formules élégantes que'M. Prony a données-dans son 7ritd
de la Méthode des dzﬁ‘rences, airisi que diverses méthodes i interpo-
lation, et leur app’hcanon a la ‘quadrature des’ courbes.' Bans le Galcul

[l
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inverse des différences se . présentent les produits des facteurs éqpi-
différens, que Vandermonde. a désignés par une notation. qui met-en
évidence les analogies curieuses' et trés-utiles que ces produits ont avec
les puissances. Ses vues-sur ce sujet, qui peuvent, a ce que je crois,
mener beaucoup plus loin, comme plusieurs autres qui rendent trés-
remarquables le petit nombre de Mémoires quiil a donnés, aprés étre
restées long-temps dans Poubli, se sont présentées 4 M. Kramp,

a Poccasion de ses recherches sur les réfractions astronomiques. Ce -

géométre désigne les produits de facteurs équi-différens, sous. le nom
de facultés numériques ; Arbogast, qui-les raméne a ses dérivations,
les appelle factorielles; et M. Multedo, qui a repris ces considéra-
tions dans la forme proposée par Vandermonde, ce qui en fait une serte
de Calcul particulier, donne a ces mémes produits le nom de guantités
hyper-géométriques.

Les formules qui expriment Vanalogie des puissances avec les diffé-
rences et avec les intégrales, ménent trés-simplement. aux.séries qui
donnent Pintégrale aux différences d’une fonction quelconque. Jai fait
usage de la premiére démonstration que M. Laplace a donnée de ces

formules, et j’ai tiré d’un bean Mémoire du méme géometre, I'expres-

sion du terme général des nombres de Bernoulli, qui jouent un si. grand
role dans la sommation des suites. Le soin que j’ai pris de rapprocher,
autant qu’il était possible, les diverses méthodes quiavaient le méme objet,
multiplie trop les détails dans cette. partie, pour que j'en puisse donner
-Panalyse.

Parmi plusieurs digressions qu’améne la grande variété de sujets qu'em-
brasse le Calcul aux différences, se présente la détermination du nombre
des termyes des polynoines , et 'emploi que Bézout en a fait pour donner
la premiére démonstration que I'on ait eue du plus haut degré auquel
peut s'élever Péquation finale résultante de Pélimination d’un nomhre
quelconque d'inconnues entre des équations algébriques. La détermina-
tion des fonctions arbitraires dans les intégrales aux équations différentielles
partielles, Pexamen de Ja nature de celles qui complétent les intégrales des
équations aux différences, les diverses sortes d’intégrales quadmettent
ces derniéres, ainsi que leurs solutions particuliéres, sont des sujets que
jai traités dans cette édition plus exactement que dans la premiére , en
m’aidant des travaux de MM. Biot et Poisson.

En regardant les valeurs successives d’'une fonction, comme les divers
coefficiens des puissances d'une variable dans le développement d’une
autre fonction de cette variable, ce qui rentre tout-i-fait dans l'origine

1. - fr
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que j’ai assignée ci-dessus au Calcul aux différences, on retrouve, par
"des procédés simples, uniformes et élégans, la plupart des formules
obtenues par ce calcul, et dautres encore plus générales : c’est en cela
que consiste le Calcul des fonctions génératrices , donné pour la pre-
midre fois en 1779, par M. Laplace, et qu’il a enrichi de nouveaux
résultats non moins remarquables que les premiers. Sl fallait a présent
faire un choix entre les méthodes propres au développement et a la
transformation des suites, le Calcul des fonctions génératrices pour-
rait mériter la préférence sur la plupart des moyeéns conpus; mais
dans Pétat actuel de la science, ou elle est circonscrite de tous c6tés par
des limites qu'on cherche a franchir, on ne sait sur quoi doivent s’ap-
puyer les considérations qui leveront les difficultés ou Pon est maintenamnt
arrété; et d'ailleurs les principes du Calcul des différences sont si naturels,,
si directs, qu'on ne peut pas les omettre : voild pourquoi j’ai exposé
les méthodes de M. Laplace, ddans un chapitre a part, le second, que
Pon peut regarder en grande partie comme un abrégé du premier.
Arrétés a tout moment par les difficultés dont j’ai parlé ci-dessus,
les Géométres ont varié leurs méthodes autant qu’il était possible ; aprés
avoir employé les suites pour suppléer aux imperfections du Calcul inté-
gral, ils ont appliqué le Calcul intégral a la théorie des suites et a leur
sommation. Euler a fait sur ce sujet de nombreuses recherches gui ne
pouvaient pas trouver place dans un traité de Calcul intégral, non-
seulement sans lui donuer trop d’étendue , mais encore sans y causer
une espéce de désordre , par le mélange continuel de procédés trop.
diffrens de ceux de lintégration proprement dite, tels que des
interpolations, des déterminations d’intégrales pour des valeurs par-
ticuliéres de la variable, c’est-a-dire, des intégrales définies. Toutes
ces méthodes, que 'on pourrait appeler anomales, du moins pour le
préseit , m’ont paru bien placées aprés un Traité des suites, et avec
d’autant plus de raison, que la plupart peuvent étre envisagées, pour
ainsi dire, comme des pierres d’attente destinées a se lier avec un nouvel
édifice dont la construction 'annonce chaque jour: de ce nombre est
surement Fempldi des intégrales définies pour exprimer les fonctions.
données par des équations différentielles. Euler en a offert le premier
exemple sur Déquation de Riccati; M. Laplace a, par ce moyen, in-
tégré un cas fort singulier des équations différenti¢lles partielles du second
ordre ; et M. Poisson en a pareillement usé dans un Mémoire sur le son.
M. Parseval a aussi intégré de cette maniére une équation trés-générale
du mouvement des fluides et celle de la propagation du son, en sup-
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posant & Tair trofs dimensions; mass la forme des résultats auxquels
il est parvenu. semble se refusér a toute apphcauon spemale. Avant
d'exposer..ces methodes, j'ai donné un exirait des principaux. résul-
tats obtenus par. Enler sur les intégrales définies. Ce gujet, auquel
il Sétait parncuherement attaché, a fourni la matiére d'un supplement
posthume a son Traité de Calcul intégral, et M. Legendre s'en est oc—
copé dans deux Mémoires. J’y ai rattaché ce que Fon sait de pIus im-
portant sur les séries de produits ; et aprés avoir déduit du Calcul inté-
gral les expressions de sinus et de cosinus en produits dont le nomhre
des fagteurs est infini, je les ai tirées de la considération des limites, que
M. I'Huillier. a substituée a celle de Finfini par laquelle Euler y était
parveau: enfin dans ce méme chapitre, les produits de facteurs équi-
différens se sont présentés comme valeurs d’intégrales définies. ‘

Dés les premiers temps de linvention du Calcul différentiel, on se pro~
poda de détermmer des coyrbes par des condntnons qui se rapportaient en,
méme temps a plusienrs points placés a des distances finies.: tel est le
probléme des trajectoires réciprogues , o I'on considére deux courbes: pa-
reilles, dont Pune, se mouvant. parallelement a elle-méme sur laxe des
abscisses , coupe toyjours la premiére sous le méme angle. Euler, qu'il fayt
nommer dans presque toutes les recherches mathématjques, résolut d’au-
tres questions du méme genre, soit par des artifices analyuques trés-ingé-
nieux, soit en les ramenant, par le moyen de la série d¢ Taylor, a des équa-
tions dnﬂirenmlles d’'un ordre indéfini. Mais depuis on a recennu que ces.
problémes se rapportaient a un nouyean genre d’équations que Condorcet
et M. Laplace avaient congid¢érées sous le nom d’quptwm ou% différepces
mélées (finies et infiniment pelites). M. Bigt a repm, le premnr, O¢ ganre;
de calcul pour Iappliquer aux questions géométriques. Jaj mse,re .
extrait de son travail daps le quatriéme chepitre de la premicre édition
de mon Traité des Différemces et des Sérigs, et yaurai a y joindre, dans
la seconde, de nouvelles recherches faites par M. Poisson , sur la théorie
analytique de ce calcul.

Aprés avoir donné l'indication sommuaire des grandes divisions de mon
Ouvrage, ]e dirai quelques mots sur son exécution. Je n'ai jamais perdu
de vue qu ’au point ol les Mathématiques sont parvenues de nos jours,

ceux qui les étudient ont souvent besoin de revenir sur leurs pas pour
classer les connaissances quils ont aequises ; qu'en leur épargne beau-
coup de peine, et que leurs idées s'ordonnent mieux, lorsquwon leur
présente de grandes divisions auxquelles les diverses méthodes viennent
ensuite se rattacher. Y'ai donc fait ensorte que chaque chapitre, formant,
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autant que cela se pouvait, une sorte de traité particulier, ne dependit
en général de ceux qui le précédent, que par la nature du sujet et non
pas par les détails; et pour ticher d'atteindre a la clarté si deslrable,
surtout dans les livres qu’on est obligé d’étudier seul, je me suis imposé
la loi de ne mettre sous les yeux du lecteur aucun calcul, sans en avair
exposé le but et fait connaitre Yesprit : enfin jai apporté le plus grand
soin a donmer aux formules cette symétrie qui les fait presque deviner,
et dont les écrits de M. Lagrange offrent tant d’exemples.
Uniquement animé du desir de faire un livre utile aux jeunes gens,
;’al écarté toutes les prétentions de l’amour-propre, et je ne me suis
point arrété a relever les détails qui peuvent m’appartenir, dans un
travail pour lequel j’ai di nécessairement mettre beauooup d’auteurs a
contribution. Dans les citations, j’ai tAché de ne rien omettre des obli-
gations de quelque importance-que je puis avoir aux géomeétres dont les
ouvrages m’ont servi a enrichir le mien; et pour la commodité des lectetirs
qui débutent dans la carriére des Mathématiques, ou qui veulent appro-
fondir un sujet que je n’ai pu qu'indiquer, j’ai gapporté a cté des articles
dela Table des sommaires, placée a la téte de chaque volume, le titre
des Ouvrages et des Mémoires que j’ai consultés pour la rédaction de ces
artieles, ou qui y ont quelque rapport, et qui sont venus & ma connais-
sance. A la suite du troisiéme volume j’ai mis une ample table des matié¢res,
qui forme du livre entier, du moins je P'espére, une sorte de diction-
naire d’analyse et de géométrie transcendante. On sent que j’ai di penser
@ cet usage de mon livre, puisque son étendue est devenue telle, qu’on
D’en peut entreprendre la lecture continue, et qu’il faut y revenir a plus
dune fois. Si cependant jétais obligé de demander grace pour cette éten-
due, je prierais le lecteur de penser a celle des objets qui 8’y trouvent
traités, et au nombre de volumes dont les trois qui composent mon
) Ouvrage peuvent tenir lieu, du moins pour le présent, et tant qu'en
ne g’engage pas dans des recherches particuliéres.
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INTRODUCTION.

Cm'rx Introduction a pour but de présenter dans leur ensemble, des
théories qu'on ne trouve qu'en partie dans les Llémens d’Algéhre, ou
qui n'y sont pas développées avec toute I'étendue qu'il convient de -
leur donner pour ne rien laisser & desirer sur la généralité des démons-.
trations. En effet, dans ces Elémens, on a d& sattacher principalement
a considérer I'Algébre dans ses rapports avec la résolution des équations
" déduites des probléemes relatifs aux nombres; mais ce n'est la que lo
moins important de ses usages. La propriété que possede ce genre
d’écriture, d’exprimer, de combiner et de transformer les relations que
les grandeurs ont entre elles, a conduit 4 des résultats trés-remarquables;
et dont la connaissance répand beaucoup de lumitre sur l'objet prin-
cipal de cet Ouvrage. Avant de les exposer, je vais rappeler quelques
notions essentielles, et éclaircir le sens de plusieurs expressions qui
peuvent parditre obscures et méme fausses, lorsqu’on ne remonte pas
& leur origine. : A ’

1. Les anciens Analystes comprenaient en général sous la dénomi- Notions génd.

. . ’ o0 v . 2, 2 alcs sur les fonee
nation de fonctions d'une quantité, toutes les puissances de cette quantité. Jl "l L
Dans la suite on a étendu le sens de ce mot, en I'appliquant aux résul-
tats des diverses opérations algébriques :.ainsi on a encore appelé fonction
d’'une ou de plusieurs quantités , toute expression algébrique renfermant
d’une maniére quelconque des sommes, des produits, des quotiens,
des puissances et des racines de ces quantités. Enfin de nouvelles idées,
amenées par les progrés de lanalyse, ont donné lien a la définition
suivante des fonctions. .

Toute quantité dont la valour dépend dune ou de plusieurs autres
quantités , est dite fonction de ces derniéres, soit qu'on sache ou qu’on
ignore par quelles opérations il faut passer pour remonter de celles—ci a
la premicre.

La racine d'une équation du cinquiéme degré, par exemple, dont en
ne saurait assigner lexpression dans I'état actuel de 'Algtbre , est néan- -
moins une fonction des coefficiens de I'équation, parce que sa valeur
dépend de celles de ces coefficiens. )

On distingue les fonctions suivant le nombre de quantités dont elles

1. : | ‘
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dependent ainsi la puissance quelconque, mais déterminée, d'one quans .

tité, n'est fonction que de ceue seule quanute. Si on prend la chose
sous un point de vue plus général, qu'on envisage a-la—fois toutes les
puissances possnbles d’'une quantité suscepuble de valeurs quelconques ,
“alors lexpresswn générale de ces puissances sera fonction de la quan-
tité primitive et de I'exposant, puisque la valeur particuliére de chacune
d’elles dépend de ces deux choses. .
" 2. Cest la considération des équations indéterminées qui a conduit
. a generallser lidée des fonctions. Lorsqu’on a voulu exprimer qu'une
quantité ne pouvait étre assngnee sans que prealablement on n’eit donné
des valeurs particulieres & d’'autres quantités, qui pouvaient en recevoir
un nombre infini daps une méme question, on s'est servi du mot
fonction pour désigner cette dépendance. 1l suit de la que si on avait,
par exemple, I'une ou l'autre de ces équations,

7 =ax* 4+ bxr 4 ¢
{y:axz—l— bx’-i— cz*,

on dirait que y est, dans la premiére, une fonction de x, ou quil
est, dans la Seconde, une fonction de x et de z. 1l faut remarquer qu'on
faxt abstraction des quanlités a, &, c, parce qu'elles sont déterminées,
c'est-a-dire parce qu'on les legarde eomme devant conserver la méme
valeur dans toutes les solutions dont chacune des équations précédentes
est susceplible.

" On pourrait, au lien de ces équations, en rencontrer d'autres dans
lesquelles les quantités inconnues se trouVvassent engagées de facon qu’il
ne fit pas possible de détermmner, sans quelques opérations prélimi~
maires, la valeur de I'une d'elles : telles seraient les équations,

o { P -y = axy
x e 3 +z’—axz+l:jz+czy.
Dans ce cas I'inconnue y sera toujours une fonction de x, en vertu de
la premicre,, ou une fonction de x et de s, en vertu de la seconde; parce
que cette inconnue ne saurait étre déterminée, 3 moins quon n’ait
donné des valeurs particulitres a x dans lune oud & et a 3 dans

Vautre.

Si dans les équations de cet exemple on se proposait de déterminer

a en conséquence des valeurs particulieres données 3 y; ouay etas,
on dirait que .r scrait dans la premiére une fonction de y, ou dans la

seconde une fonction de y et de z. On voit par 13 que dans une équa-

o
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tion qui nenferme plusieurs inconnues, l'une quelconque d'entre elles
est toujours une fonction de toutes les autres; et c’est 'énoncé de la
question qui fait connajtre celle qu'on doit envisager ainsi. Lorsqu'on a
une équation entre deux quantntes, elles sont réciproquement fonction
June de l'autre. .
Nous venons de mettre sous les yeux du lecteur deuxgsortes d‘exemples
qui donnent lieu a une distinction remarquable. Dans les premiers on
voit tout de suite comoment avec la valeur de x, ou celles de x etde 3,
on parvxendrmt a former la valeur de y; dans les seconds, au contraire,
il faudrait encore résoudre une équation algébrique par rapport a y,
pour trauver cette quantité, en supposant qu'on connit les valeurs de x,
ou de x et de z. Nous dirons donc que dans le premier cas » est une
fonction e.z-plwzte de x, ou de x et de z, et dans le second une fonction
implicite des mémes quantités. | ®

Il p'est pas nécessaire qu'on ait une équation entre plusieurs quan—-
tités , pour qu'on dise que l'une d'elles est une fonction implicite des
autres. Il suffit qu'on sache que sa valeur dépend de leurs valeurs par-
ticuliéres ; ainsi dans un cercle, le sinus est ume fonction implicite de
Yarc, quoique P'analyse algébrique n'offre aucun moyen d'exprimer la
relation de ces deux quantités, parce qu'en effet I'une d'elles est détes-
minée lorsque l'autre I'est, et réciproquement. Il est bon d'observer
qu'ici nous avons fait abstraction du rayon, queique la grandeur dum
sinus dépende aussi de cet élément, parce que nous n'avions en vue qu'um
seul cercle. )

On comprend sous la dénomination de fonctions algebriques, toutes
celles qui résultent des opérations algébriques, ou dont la relation avee
les quantités indéterminées dont elles dépendent peut étre exprimée par
une €équation algébrique. ,

3. Les fonctions algébriques ne renferment jamais qu'un nombre li=
mité de termes, lorsqu on les exprlme sous la forme qui leur est
propre. Cette restriction est nécessaire ; car si on veut évaluer par un
assemblage de monomes , une fraction propremeut dite, ayant un dé-
nominateur binome ou polynome » on tombe alors dans une suite
infinie.

La fraction -

.

~, par exemple » €tant développée par la division ou
autrement, donne la suite:

I+ 5+ ;- ete. -
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‘sans qnon trouve jamais un quotnent qui s'arrdte. Il en est de méme
-des racines des polynomes qui ne sont pas des puissances parfaites,
lorsqu’on veut les exprimer d'une maniére rationnelle, ou par une suite
de monomes.

-On sait que la formule donnée par Newton, pour développer les pais-
sances du binorfe, ne se termine pas lorsque I'exposant est un nombre

négatif ou frachonnalre
Mais il existe des fonctions qu'on ne saurait, dans aucun cas, expri-

mer par un nombre limité de ternies, de I'espéce de ceux qui constituent
-les quantités algébriques : tels sont, par exemple, les logarithmes qu'on
‘me peut obtenir que par approximation, et qui dépendent de Pextrac-
tion d’'un nombre infini de racines ; les ‘sinus et cosinus quon ne
-saurait évaluer au moyen de leurs arcs, sans concevoir un nombre
. infif® d'opérations algébriques : on a donné & ces fonctions le noni
-de transcendantes. Celles que mous venons dmdnquer ne sont pas les

seules de ce genre; les progrés que l'analyse a faits én ont introduit beau-
-coup d'autres, et peuvent en fournir indéfiniment. Telle est l'origine
-des séries. Quoiqu’elles ne donnent la valeur exacte des foactions anx-

:quelles elles .appartiennent , ‘que lorsqu’elles s’arrétent,, ou qu'on sait
-obtenir la somme de tous leurs termes,, comme cela arrive dans les pro-

gressions par quotiens (ou geometnques) décroissantes ; cependant elles
peuvent toutes, a Pinstar de celles qu'on déduit des fonctions algébriques, -
tre regardées comme le développement des fonctions inconnues dont
elles dérivent.

4. 11 est 3 propos de faire attention am mot développement, que Pon
emploie ici au lieu de celui de valewr; car une série ne danne pas tou-
jours la valeur de la fonction a laquelle elle appartlent quelquefois
méme au lieu d’en approcher davantage 4 mesure qu'on prend plus de
+ ‘termes, elle s en éloigne sans cesse, ainsi qu'on peut le remarquer sur

la fraction — développee suivant les puissances de x. La série

14245 + =} etc.

qui en résulte, ne donne des résultats convergens vers Ia vraie valeur
que dans le cas o x<<a: ce nest donc que dans ce cas qu'il est per~
xais de I'employer & déterminer par approximation cette vraie valeur

xais cepegdant l’expresslon
143 +¢..-i--aa + efc.
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considérde en faisant abstraction™du dernier terme, c’est-i~dire, comme
contenant toujours des termes de la méme forme, quelque loin qu'on la

prolonge , est tellement kiée avec la fraction —=—, que si une question
nous conduisait  la série

14 24 2 T ot eite.
no:s serions en droit d’en conclure que la fonction cherchée n'est autre
qae ; ou si nous découvrions quelque propriété relative a une
suite dej termes tels que 1 +§+ ? -}~ etc., nous pourrions affirmer

g—x

qu'elle appartient & la fonction ;—_‘-’_—5 Pour sentir la vérité de cette as-

sertion, il suffit d’observer que le développement régu]ief d’une fonction,

considéré dans toute son étendue, vérifie 'équation qui caractérise cette

fonction. Dans l'exemple que j'ai choisi, si on fait —— =y, on en con-

¢lura I'équation

a— (a—-.i)j: o,

et si 'on substitue au lieu de la fonction y, son développement
142 Z 5 e ete '

on verra que, quelque loin qu'on pousse le calcul, les termes se dé<
truiront toujours. On congoit sans peine qu'il en serait de méme de
tout autre exemple, et d'ailleurs il s'en présentera un grand nombre dans

la suite de ce Traité. “

5. Si, pour employer avec sécurité un développement analytique ,
il n’est besoin que de s'assurer de la régularité de la sérig qui Iexprime,
Cest-a—dire, de bien constater la loi suivant laquelle se forment tous
ses teymes, il fant discuter avec soin la convergence des séries numé-
riques, pour en tirer des valeurs approchées de Ia quantité dont -elles
dérivent; et méme on ne doit compter entiéreraent sur ces déterminations
que lorsqu’on est en état d'assigner les limites de la différence qui peut
se trouver entre elles et la vraie valeur. Pour que Iapproximation soit
commode et sire, il est nécessaire que cette différence décroisse ra~
pidement  mesure qu'on embrasse un plus grand nombre de termes,

et quelle puisse étre sendue moindre qu'aucune grandeur doannée,
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quelque petite que soit cette grandeur. 1l est évident que ces com=
ditions ne sauraient étre remplies 4 moins que les termes de la série
proposée n’aillent en diminuant, puisqu’il faut que chaque terme ne
change le résultat que par des différences de plus en plus petites. La
discussion ou je vais entrer , d'apres D’Alembert, sur la convergence des
séries résultantes du développement des puissances d’un binome, éclair-

cira suffisamment les remarques précédentes.
Son expression analytique €tant mise sous la forme

(1) =147 x+"‘("‘“) o mm=m—s) s L

1.2.3

o mme). (b)) omOn) (o) g

1,20 0000t (0=1) - 1.3..0... 1

fait voir que le rapport entre deux termes consécutifs quelconques est
r—sﬂx (Elém. & Algebre); ainsi, pour que ces termes aillent en di-

minuent, il faut, abstraction faite du signe des nombres m—»-{-—x etx,

que lon ait
N m-—n+l

——— & 1.

Il est & propos de remarquer que le nombre m demeure le méme dans
toute T'étendue de la série , mais que'le nombre n, nécessairement en-
tier, augmente d'un terme i lautre, et peut devenir aussi grand que
I'on voudra, quand la série ne se termine point, ce que je suppose ici,
ou j’ai principalement en vue le développement des puissances négatives
ou fractionnaires.

La premiére conséquence qui s'offre; c’est que la quantité
™me—ne- 1 m <1

— I
n n 4

qui exprime le rapport des coefficiens consécutifs des puissances de x,
s'approche sans cesse de — 1, puisque la fraction m:’ -

ayant un nu-

mérateur constant et un dénomimateur de plus en plus grand, devient
de plus en plus petite. 1l suit de la que le rapport des termes con~
sécutifs de la série précédente tend sans cesse a ge réduire & —x,
‘et gque par conséquent, quels que soient ses :premiers termes, cetle
série doit toujours finir par &tre divergente, quand la valeur de x sur-
Jpasse unité; on ne peut donc s'en servir que lorsque x <1.
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8. Considérons d'abord le cas ou m est positif, et faisons z=:,

¢>1; la convergence ne commencera que larsque le rapport des deux
termes consécutifs devenant < 1, les termes formeront uue progn cse
sion décroissante : ce sera donc lorsque

-

<1, ou 1>2 "+‘,

m—n-l-l

condition qui se transfoerme successivement en

na-+n>m-41, ou n(a+1)‘>m+x,‘

n>m—np-1,
m+1 ~
et enfin , n>a_’_1

Mais comame au second terme, n=—1, la convergence se manifestera
dés le commencement de la série, quand on. aura a > m, puisqu'alors

m 1 .
le nombre + sera une fraction.
a—+1
Soit pour exemple,
—9 =10
\ 11 me1 __ $41 55, .
doi a=15? a1 -—.,-]-1"—21’

id la convergence n a lieu que lorsque n> 2, c’est-a-dire au quatneme
terme.
—Ta—n -f— 1

deviendrait

+1
na k4

Si m était négative, la quantité Z—
et en faisant abstraction du signe du nembre -—m—-n-]-x > la con~
dition relative A la convergence se changerait en

4
m+n—1

1> na>m-f-n—1u,
\ m===1 -
na—n>m—1, dou n>—.

Dans ce cas la convergence peut ne commencer que trés-tard.

Soit pour exemple, m=12, x= ';36 il vient
100
a=-— et R ;
99 ? >99;

les 100 premiers termes de la série formeront dong une progressxon
croissante. .

-
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n. Apris avoir trouvé le terme ou la série commence & étre cons
vergente, et avant lequel il n’est pas permis de s’arréter, il faut chercher
~ les limites de Papproximationy on y parvient assez simplement pour
les séries qui nous occupent, par un procédé que D’Alembert a mis
le premier en usage.

Je ferai d’abord observer que le rapport de deux termes consécutifs
de la série proposée, -

monh (2 Y =)

Les deux derniéres expressions montrant que ce rapport change de signe
quand on est parvenu au terme ou T%l < 1, je ne considérerai la

série qu'au-dela de ce terme, afin de n’embrasser que la partie ou la

loi des signes est définitivement fixée; et je supposerai encore que x

~ soit négatif, afin que le rapport des termes consécutifs ayant le signe 4.

tous soient de méme signe. Cela posé, en désignant par IV le terme

m(m—1)...,.m—n--a
| B PRI )

N+.N(1 —--"L;ti)x-i-N(x —m-T""l)a:.(x —:‘—I: x - ete. /)

x*=*, qui estle 7™, la série proposée prendrala forme

d'aprés laquelle il est évident que tous ses termes, excepté les deux pre-
miers, seront plus grands que ceux de la progression par quotiens

N+N(1—T—F)x+N(x—;ﬂ;ﬁ}-) x.(x —ﬁ—l- x - ete.

n

et que tous, excepté le premier, seront moindres que ceux de Ia
progression
N~ Nx <} Nx.x -} etc.

Lasomme des termes dela série (/) seradonc comprise entre les sommes
ou plutdt les limites (Elém. d’Algébre)de ces deux progressions; et comme

laraison dela premiere est (l —ﬂ;‘"’—’) x, et celle de la seconde, x, leurs
limites respectives sont: '

' N .
( m-1 ¢t 1—x
1 e l-—-——n—- . ~

Telles sont les limites, en plus et en moins, des diverses approximas
tions que fourn it la série (/); l'erreur sera par conséquent, au-dessous
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de leur différence, exprimée par ’

N (”'---:'34-_l x . L I\T(m_'_ l) z \
.(‘—“’)‘(l —(1 —-m—+—l-)z) T (=x)(nt(m—n+41)x) o
n

On voii assez facilerﬁent, dans la premitre forme de cette expression,
quelle peut se réduire  tel degré de petitesse qu'on voudra, en pre-
nmt 7 de plus en plus grand; car le numérateur est susceptible de

A etle dé-

n
nominategr, en y supprimant méme cette derniére fraction, ne peut pas
tomber au-dessous de (1-——zx)*, quantité invariable pour tous les termes
de la série. .- : :

En employant , par exemple , la formule du binome, pour extraire Ia

. . : . -1 :
racine du nombre 2 mis sous cette forme : ——, on aura

) 4
V;=%\/F=-}\/T:-—%=%(x—;)§,

Dans ce #as, m=1% ; x étant déja suppesé négatif, il suffit d’y substitaer
5> ¢t si on veut s’arréter au terme ou n==10, il viendra) '

.diminuer indéfiniment, par le décroissement du facteur

_ 1.1.35.7.911305.07 1 .
N= 2.4.6.8.10.13.14.16.18.90 " g*° ==0,00040 00000 03

les limites du reste de la série qui exprime la valeur de (x .-.;)5 ;‘
seront donc . : N T , .

et Perreur commise, sera moindre qug
N1 .
(1 —3) (o+(3—9)%)
Il ne reste plus qu'a multiphier ce nombre par 2, pour obtenir la §i4
mite de l'approximation, relativement a la valeur-de \/a. ‘
Si m éuitnégative et >1, I'ordre de grandeur des deux progressions par
quotiens , auxquelles j’ai comparé la série ( /"), serait inverse ; car le rap<
port du terme N & celui qui le suit, étant alors (*= 1) x; sur-

passe le rapport exprimé seulement par x; mais la série (/') demeurerait:
1. a

= %%: 0,00000 00000 0006.

Ny
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toujours comprise entre les progressxons , etl'on en trouverait les li-
mites comme ci~dessus.

.8. J'ai supposé que tous les termes dela série (/) étaient de méxgie signe,
parce que c’est le cas le plus simple; mais il n’a plus lieu lorsque les
m -1

n

quantilés —1 et x sont de signes différens , quand m est positive,

et les quantités -—( +x) et x, lorsque m est negauve Dans

ces deux circonstances, les termes de la série (/) sont alternativement
affectés du signe 4~ et du signe —,
Pour abréger, je représenterai alors la série ( /') par

N — Px 4~ Qx‘—-Rx’+.Sl::‘-— Tt =t etc.;
elle se partage dans les suivantes :
N + Qx* +Sx‘+etc = K
~(Px 4+ Rx? +Tx’+etc.)= L

dont tous les termes sont de méme signe, et dont on trouverait les
limites, de la méme maniére qu'on a trouvé celles de la série ( /), en

:')x, le rapport (x-—m:')‘x‘ s &

. cause que les termes sont pris ici de deux en deux.
Soient k et ¥ les limites de la série K, 7 et 7 celles de la série
L; ensorte que

substituant ‘au rapport ({—m

K>ket<¥V, L>let <I:
si on retranche de la plns petite des limites de K, la plus grande de
celles de L, on aura évidemment )
K—L<WK—i; '
et en faisant le comtraire, on trouvera
. K—=L>k—1.

Je ne m’arréterai point i développer le calcel; mais je ferai obser-
ver que quand les termes d’ume série sont en partie positifs et en partie
négatifs, on ne peut rien conclure de la comparaison des limites cor-
respondantes de chacune de ses parties ; il né servirait de rien de sa-
voir ici que ¥ > K et !> L; car, ignorant la grandeur des excés,
on ne saurait pas non plus si A'— /7 est au-dessus ou au-dessous de




’

. INTRODUCTION. 1
K—-L. Au reste, dans ce cas, la série proposée étant équivalente a

, N —{(Px — Qx*) 4 (Rx® — Sx*) 4 etc.],
et . N—Pxr[(Qz— Rr')+ (Sxt — T 4 etc.],
est visiblement >N ¢t < N—Px, si elle eat‘comérgeqte.

9. Quand on peut disposer a volonté de la quantité &, il est facile
de rendre aussi convergente qu'on le veut une série
_ A4 4 Bx 4 Cx* < Dx® 4 etc.,
dans laquelle le rapport des coefficiens consécutifs 4 et B, B et C, ete.
n’est pas susceptible de croltre & l'infini, quoique d'ailleurs ces coeffi-
ciens aillent sans cesse en -augmentant. Cela se voit en comparant la
série proposée avec une progression par quotiens, comme on I'a fait
dans les n** précédens; et on preuve par ce moyen qu'il existe tou-
 jours une valeur de x qui peut rendre le premier terme supérieur a

la somme de tous les autres.
En effet, soient Nx‘-}-Px""' les termes dans lesquels le rapport

des coefficiens consecuhfs, N> 2 la plus grande valeur ; si r desngne.
ce rapport, et que l'on forme la progression par quotiens
A 4 Arx 4 Arx* 4 Ar°x® - elc.,

tous les coefficiens. Ar, Ar*, 4r’, etc. des puissances de x, surpas-
seront les coefliciens B, C, D, etc., puisque r surpasse Z, g, g s etc. ;

et mettant a2 part le premier terme, 4, on tronvera que la somme

des termes
Arx 4= Arta* + Ara? - etc.

surpassera celle des termes

Bx 4 Cx* ~+ Dx® -4 ete.
de la série proposée. Or
. . er+dr‘x‘+dl‘x‘+elc
expression dont on peut rendre la valeur aussi petite que I'on voudra,
en donnant & x une valear conveqble ; car si on prend x = qu" il

.

Ar:n:
—_rx?

viendra
Arx A

1—rz_q_1’
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quantité qui décroitra sans cesse, 2 mesure que on donnera . g des
valeurs de plus en plus c011s1derables.
La somme de tous les termes de la série proposée, & partir du se-

cond, étant moindre que ~—, pourra donc étre rendue aussi petite

que l'on voudra, et dans 'tol rapport que I'on voudra s avec le premxe'r
terme 4.
Si on avait, par exemple, la série

2(10)*x 4+ 4 (10)*x* 4 6(10)°x® - 8 (10)*x* -} etc. ,

dont la loi est telle, que deux termes consécutifs sont exprimés en gé-

néral par N
an(10)*x" == a (- 1) (10)*"+2xr e,

on trouverait que le rapport des coefficiens de ces termes est

ne1
4 = (10)*;
or en faisant successivement

n=1, n=a, n=3%, etc,

e, 1 .
la quantité —— devient

etc. ¢

(32
(22N
[

2 -
.’ q?

sa plus grande valeur est donc 2, et 200 est par conséquent le plus
considérable des rapports qu’il y ait entre deux termes consécutifs.

Prenant r==200, x== _oioﬁ’ et désignant toujours par 4 le premier

terme, la somme de tous les autres sera meindre que q_‘: 5 et par

conséquent moindre que le premier terme A, dés qu'on fera seulement
L]

g =2, ce qui suppose x=2%5.
Quelqu’étendu que soit le succés du procédé ci-dessus, pour rendre
les séries convergentes, il y en a néanmoins dont il ne saurait corriger

la dnvergence ; ce sont celles dans lesquelles le rapport des coefficiens °

va tOu;oms croissant. La série

‘ 1 1. nx+xz.’>x‘+1954x’+etc.
offire un exemple de ce cas.
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Deux termes conséculifs quelconques y sont exprimés par

1.2.3...(a41)x" 4 1.2.3...(n+ 2)x"*,

et leur rapport, égal a (n-}-2)x, augmente sans cesse dvec le nombre
n, qui n'admet aucune limite : quelle que fit donc la petltesse de la
valeur quon ass1gnera1t 3 x, comme cette valeur ‘serait la méme dans
toute la série, la quantité (n~}- 2)x finirait toujours par surpasser 'unité
et croitrait méme indéfiniment. : _

Cet exemple suffit pour faire voir qu'on ne doit s'appuyer qu’avee
beaucoup de réserve sur les séries, lorsqu'on a pour but de parvenir
a des valeurs approchées.

10. Les calculs précédens et la sommation des progressions par quo-
tiens , décroissantes, font voir qu'il y a des quantités qui, quoique
formées par P'addition d’'un nombre illimité de termes, ne peuvent s’é-
lever au-dela d'un certain degré de grandeur, et cela, parce que les
fonctions dont elles sont le développement, ne sont point susceptibles
dun accroissement sans bornes : il est aisé de reconnaltre cette derniére
circonstance dans les fonctions dont on a I'expression algébrique.
Soit d'abord la fonction trés-simple — ﬂ dans laquelle on suppose Deslimitesdes

R .. fonctions, et de
que x soit positif et au@nte mdeﬁmment ; en divisant par x les deux ce qu'on entend

par les mﬁnu et
termes de cette fraction resultat e infinimeat po-

«ts.

a’

x+-

montre évidemment que la fonction demeure toujours moindre que 4,
.. , . . . .a , ’
mais qu'elle en approche sans cesse , puisque la partie — de son déno-

minateur diminue de plus en plus et peut étre réduite 2 tel degré de
pelitesse que Yon voudra. La différence entre 4 et la fraction proposée,
élant exprimée en général par
ar __ a ..

) z+a~ x+a? . )
devient d’autant plus petite que x est plus grand, et peut étre rendue
moindre qu’auoune grandeur donnée, quelque petite queasoit cette gran~
deur; ensorte que la fraction proposée peut approchcr de a aussi pres

(3

que Pon wvoudra : a est donc la limite de la fonctlon 1 ——, relativement
a langmentauon indéfinie que peut recevoir .
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C’est dans les caractércs que je viens d’énoncer, que consiste la vé-
ritable acception qu’il faut donner au mot limite, pour y comprendre
tout ce qui peut s’y rapporter..

Sil'on s’attachait i remarquer, dans 'exemple précédent, qu'en pous-
sant aussi loin qu’on voudra I'augmentation de x, on ne pourra jamais

. . a . .
regarder comme nulle lafraction raronen conclurait avec raison quela

fonchon - » quoique pouvant s’'approcher indéfiniment de la limite a,

ne sauralt jamais l'atteindre, et a plus forte raison la surpasser; mais
«ce serait a tort qu'on insérerait cette circonstance, comme une condi-
tion dans la définition générale du mot lUmite: on en exclurait par l1a
les rapports de quantités évanouissantes, rapports dont D'existence est
incontestable, et dont on tire un grand parti dans I'analyse.

1. En effet, lorsque I'on compare les fonctions ax et ax+x*, on
trouve que leur rapport, réduit 4 sa plus simple expression, est ;%J—c s
. et qu'il approche de plus en plus de l'unité, 4 mesure que x diminue.

Il devient rigoureusement 1, quand x==o0; mais les quantités ax et
ax-f-x*, qui sont alors rigoureusement nulles, peuvent-elles avoir un
rapport déterminé? C’est ce qui ne parait pas aisé & concevoir; et l'on
n’en donne une notion claire, qu'en présenygPla quantité 1 comme une
limite dont le rapport des fonctions ax et ax~}z* peut approcher aussi
prés que I'on voudra, puisque la différence

a _. T
e+z" a+4x?
peut étre rendue moindre qu’aucune grandeur dannée, quelque petits
que soit cette grandeur.

D'un autre coté, le rapport —— + des quantités ax et ax--z*, pewt
non-seulement atteindre I'unitd » quand on y fait =0, mais la surpasser,
_lorsque I'on suppose x négatif, puisqu’il devient alors Z%'a:’ quantité

qui surpasse 1, lorsque x est <a. Cette circonstance ne me parait
point contraire & idée de limite; car on peut regarder la valeur 1,
qui répond & #>=0, comme un terme vers lequel tend le rapport des
fonctions ax et ax - x*, par la diminution des valeurs de x, soit posi«
tives, soit negatlves.

Dans la suite, les considéralions géométriques feront encore mieux
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saisir le but de cette observation ; mais il est d'aillenrs évident que
les objections qu'on pourrait élever 4 cet égard n’auraient aucun fon-
dement, puisqu'une définition de mots étant toujours arhitraire, doit
étre accordée toutes les fois qu'on n'emploie ces mots que suivant
acception qui leur a été donnée : or lapplication des limites se fait
par des principes dont la: vérité ne repose que sar la possibilité de
prouver quune quantité variable peut approcher de sa linite aussi pres
que I'on voudra. Voici les plus importans :

1°. Deux grandeurs qui sont la limite d'une méme fonction sont egale:
entre elles.

Car si cela n’était pas, ces deux grandeurs auraieat une différence,
et par conséquent la fonction proposée ne saurait approcher en méme
temps de I'une et de Pautre dé ces grandeurs, de plus prés que dune
quanlité¢ donnée, ce qui est contre la définition des limites.

2°. La limite du rapport. de deux fonctions est égale au uppart de
leurs limites.

Soient p et ¢ les limites correspondantes des fonctions P et Q; on

aura en général
=p+ea, Q=g+8,

« et 2 désignant des quanigigs qui déeroissent ensemble , et s'évanonis~
_sent en méme temps; et il viendra

_rke o pielpge—pd
Q q+8. q+8 ¢~ (9+A)g

fraction dont le dénominateur ne peut tomber au-dessous de ¢*, tandis
que le numérateur diminue sans cesse 4 mesure que « et 3 deviennent
plus pems ou a mesure que les fonenons Pet Q approchent de lewrs

limites : 2 5 est donc'(10) la limite de £ 73

12. L’ expressxon tres-générale

A+ B 4 C .. ...
A 4B 4O ...

comprend une infinité de cas ol e rapport de deux fonctions peut de-
meurer fini ou assignable,, quoique chacune en particulier soit ou nulle
ou infinie.

Pour en trouver la limite, lorsque x devient de plus en plus petit,
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il faut que les termes du numérateur et du dénominateur soient ordon=
nés de-manieére 4 commencer par le momdre des exposans dex,et alors
on lui donnera la forme

{4 +BL = 40 f......}
Cela fait, on distinguera trois cas, savoir:  °
a>d, a=do, a<ld,

Dans le premier, le rapport étant réduit 2 sa plus simple expressmn s
devient

{4 + B;’I“‘, + Cx”-..l-l- ...... ),
A 4B ...

et son numérateur seul s'évanouit, lorsque x==o0; il tend donc a de-
venir nul 4 mesure que x dnmnue

1l n'en est pas de méme lorsque a = af; car 1l se change en

A4+ B + Cx? ™ efe......
AL+BF ...

e't si le nombre des termes de son numérgieur et de son dénomina-
teur est fini, ou s'il est possible, par des valeurs convenables de x,
de rendre de plus en plus petites () les sommes des séries

B ™ e C
B o ...
ce rapport approchera sans cesse de la fraction déterminée %, qui

en sera la limite. Il est & remarquer qu'on tombe immédiatement sur
cette limite, en faisant x= o.

Pour le troisitme cas, ou a<«", on écrirait le rapport proposé
ainsi qu'il suit:

' . _4+Bx""+cx7"‘+, .....

L4 B O .. }.

et comme alors son dénominatenr s'évanouit dans la supposition de
x==0, tandis que son numérateur se réduit 3 4, il devient infini et
n'a donc pas de limite.
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15, Quand on veut découyrir les limites de la fonction proposée ,
relatives & I'accroissement de x, il faut en ordonner les termes en com=

mengant par I'exposant le plus €levé, et Pécrire ainsi :

0 . B c :
At e ...,
* { + P + }

, Py 5 C I

FRY 4 — T P
{o+ ot = o]
ensuite la réduire & sa plus simple expression ; et 'on aura, quand a>a,
e/ B C

A 4 — —_— .

x { +z';7+x‘—" + }
V4 — cheses

+ S +

Cousidérant alors que les termes de la forme

B . *
;7_7’ x—-'r‘_'_r"’,cooo-

diminuent & mesure que x augndente, on verra que la fonction pro-
posée tend i devenir infinie, puisque son dénominateur ne tombe pas
au-dessous de 4’, tandis que son numérateur augmente sans cesse, a

’

cayse du facteur =~ et de la quantité déterminée .

Si Pon avait e==q’, le numérateur et le dénominateur tendraient i
s¢ réduire & leurs premiers termes 4 et ', et la fonction proposée

aurait encore pour limite %.‘
Quand a <, il vient o

T B C

A — — e sested
+ x._—;--l-x._, +

'~y B (o4 ¢
A ———at—— +......
x { -+ ;2:_—34-;;':;' + }
. dans ce cas le numératenr a seul une limite 4, tandis que le dénomi-
nateur augmente & l'infini; la fonction proposée tend donc & devenir
.nulle, et m'a par conséquent point de limite assignable.

. 14. Tout ce qﬁ’on vient de lire pent se résumer en trées-peu de
mots, si on observe que la limite de la fonction proposée ne dépend
I 8 5
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que du rapport de ses premiers termes, :

A=
A" ’
rapport qui devient
A= 4 4
7 7 “. £ x

selon que ¢ >a, a=a’, a <" ' - '
" 1l est donc permis et méme nécessaire, quand on ne cherche que
ce rapport, de négliger tous les autres termes de la fonction proposée.

On exprime d'une maniére abrégée eette circonstance, en se servant

" des dénominations d'infini et dinfiniment petit, et en établissant pour
principe que toute puissance dune quiantité infinie disparatt devant celle
&un exposant plus élevé, et qu'au contraire, toute puissance d'ure quan~
tité infiniment petite s’e’v.mouit vis-a-vis de celle dun exposant moindre.

En appliquant immédiatement ces principes 4 I'expression

Ar* B.r‘ o+ Cx¥ - ......
) lx‘l-l-ﬂ'; +C'37'+ o-.ocu’ ’
on b réduit sur-le—champ & _ '
) . A" ’ .o
s - .
A%

lorsqu'elle est ordonmée en commencant par le plas hant exposamt;
dans la supposition de x infini, ou par 1e plus petit, dans la suppo-
sition de x infiniment petit. o T
Ce langage , trés-commode par sa briéveté, et exact quant an fond,
a été le prétexte dun grand nombre d'objections, parce qu'il semble
attribuer une existence actuelle & linfini mathémaetique, qui n'est, 2
proprement parler, qu'wne idée négative, puisqu'on appelle infinie ou
infiniment petite une quantité parvenue au plus haut degré de grandeur
ou au dernier degré de petitesse; et ol me eoncoit pas aldre comment
il peut y avoir différens ordres d'infinis ou d'infiniment petits , ni méme
qu'une quantité puisse jamais étre considérée comme actuellement in~
finie ou infiniment petite. En effet, il n’y a d’énonciation exacte que
dans les axiomes suivans, sur lesquels se sont tonjours appuyés les Géo-
mmétres anciens :. . : . :

.-
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1 Quelquc grande que soit une quqntitg' > on peut eén copeeioir une
autre qui la - surpasse autant qu’on fvoudm.

2. Quelque petite que soit une quantité, on peut en concevoir une
qui soit encore au-dessous de celle-la. : -

Si I'on rencontre quelquefois des expressions qui paraissent contraires
a ces axiomes, il suffira de les analyser, avec quelqu attention, pour
se convaincre que l'infini ou linfiniment petit ne s’y trouvent jamais
considérés d’une maniére absolue , mais qu'il s'agit toujours réellement
de rapports qui tendent vers des limites -assignables et dont I'existence
est facile a concevoir ; cette remarque paraitra de plus en plus évidente,
a mesure qu'on avancera dans la lecture de ce Traité. (Voyez d'ailleurs
le Discours préliminaire. )

15. Passons maintenant au développement des fonctions en séries, Développement
et commencons par celui de (p =-x)". Quoiqu'il se trouve dans presque 2 fonctions e
tous Jes livres élémentaires , la manidre dont on y parviént ne pouvant ie. Des fono-
sappliquer rigoureusement qu’au cas ol est un nombre entier positif, Honsalgebriquos.
nous croyons deypir le démontrer de nouveau par un procede qui ne soit
pas sujet a cette restriction. D’ailleurs, pour peu qu'on soit versé dans
PAnalyse,, on sait que Pexpression de (p -~ x)", due 2 Newton, sert
au développement de presque toutes les fonctions : il est donc conye-
nable, en traitant ce sujet, de commencer par la.

L'inspection des premiéres puissances de (1~-x), savoir:

GF)=1+4x"

(1 4 x)= 1 o 22 4 x* ‘ L
(x+x)3—1+5x+5x‘+x’
(x+x)4—x+4x+6r+w+x4

etc...... N ‘
] i . | 2

conduit a supposer en général .
(14x)=1 +A.r+ Bx*ep= Cx® <= Dxt}-etc. 5 .-

les coefliciens A, B, C, D “etc. étant des nombres indépendans de
z, ensorfe qu'ils demeurent les mémes, quelque valeur. qu'on donne

acette quantjté ; mais on 3 (p-l-x)".—_-p"(x +;).: mettant donc dans -

LA

hseneproposee auliendz.r,onaun ‘ -
(p-l—x)'—-p‘((—[—,d +BI+CS5+D5 Fec),
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et en effectuant la multiplication par g, il viendra

(ptx)=p" +Ap‘;";x+.8p”—‘x‘+0p'"x’ ~+ Dpm—taxt -I- etc....(1),

équation qﬁi doit se vérifier indépendamment d’aucune valeur parti-
culiére de p et de x, lorsque les coefficiens &4, B, C, D, etc. seront
déterminés convenablement.

Supposons maintenant que x se change en x--u, il faudra qu'on
ait alors

P+ 24-1) "= pP AP (x-Fu) + Bpm—(z 1) 4 Cpm=(z4u)S+ Dp™(ztu)tetc..(a);

mais on peut encore présenter cette équation sous une autre forme ,
en posant p ~+x=gq: alors (p+ x4 u)" deviendra (g+ )", et en sub-
stituant ¢ 3 p et » & x, dans I'équation (1), il en résultera

(7 4w =¢"+ Ag""'u~Bg~—*u* =~ Cg™—*t® - Dgn~ut 4= etc. ... (3)

Les seconds membres des eqdations (2) et (3) n'étant que les ex~
pressions d'une méme quantité mise sous deux formed différentes, on
peut les égaler, ce qui donnera

Pt Apm=(etu) + Bpr(atuy ) (gt Agmu - By
o+ G Dyt =5 -+ - Dyl
~}-ete. -} ete.

mais pour comparer entre eux les deax membres de cette derniére
équation, il faut développer dans le premier les puissances de (x-}-u)
qui s’y trouvent : or er imitant l'équation (1), on verra quon peut
supposer,

Xtu=x 4+ du

(x+4u) = x*+4 a’ocu - u*

(z+u)= 2’4 d x‘u+ B°rut o c"u’

(x-u)t = a:‘-l-a"x’u-}- 't 4 e"xu® - J"u‘
etc. ,.

T

les lettres a, b, ¢, d, etc. désignant des nombres indépendans de x et
de u, et I'accent qui les affecte, marquant a quelle puissance elles appar-~
tiennent. En substituant - ces valeurs et en ordonnant de maniére que
tous les termes affectés d’'une méme puissance de » se trouvent dans
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une méme colonne, nous aurons ;

r \44p=—a" ) —+Bp ¥ R +Cp™—3c" Y+

+dp—x |+Bpm—d'x | +Cp ¥z | +Dp—icrx

Bpm—*x* +C —34%x? +D m—g HrY s - etc. -
'IC;”""-I’ LFD;“a"x’ " efc & (W etc.
“F-Dp izt |4 etc. . s
-~ etc. ) ) J

: /

=q" -+ Ag*~'u 4 By—tu* 4= Cq—*w -}~ etc.(4)
Puisque la valeur de x doit rester indéterminée dans I'équation (1),
il est ajsé de voir qu’il faut en dire autant de x et de u dans I'équa-
tion (4), qui n’est qu'une suite de la premiére; or une telle condition
ne peut étre remplie, & moins que Iéquation (4) ne devienne identique
indépendamment de u; c’est-a~dire, & moins que les quantités qui mul-
tiplieat ]a ménde puissance de » dams I'un et lantre membre, ne se
détruisent mutuellement.

"En comparant d'abord la premiére colonne de chaque membre, én’
trouve p” - Adp™~'x + Bp™~'x* 4= Cp"=>x® +- Dp™—4xt +etc. = ¢~,
résultat identique par I'hypothése méme, puisque ¢" = (p4-x)=.

Passant a la seconde colonne on trouve :

Ap*—'d - Bp*—*d'x = Cp"~'a"x* 4 Dp™~4a'*x*® 4= etc. == Ag==1, )

équation qui nous suffira pour déterminer les coefliciens 4, B, C, D, etc.

‘

En effet, g = 9":-_—..(—’%’-'5:32; wmettant au liea de (p - x)", son expres-

sion, on aura, en chassant le dénominateur,
C(dp=d +Bp"‘""a"x+ Cpm—3dz* 4~ Dp™—ta'"x® -+ etc.) (p -} x)
= dp" -} A'p"~'x =~ ABp™—*x* = ACp*=32® - A Dp=—x4 4-elc.
et en effectuant la multiplication indiquée,
Apd - Bp~—'a" } - Cpm—*a" ~- Dp=a" ‘
A —d x Bp“"a’}x.-{- CoP=3a" }x’-]—etc....
s=Ap~4 A'p*x- ABp*—z*+4  ACp*x*S-etc....
Dans tous ces calculs il ne faut pas perdre de vue que 4, B, C,
D, etc. ‘sont des nombres dans lesquels ni p, ni x, ni z e sauraient
" entrer ; on doit” donc traiter celte équation comme la précédente, et
en comparant les coeflicigns de chaque puissance de¢ x, dans I'un et
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Pautre membre, on trouve :

A= da ( : A = Ad
A* = Bd Ad ‘ B = f-{i-’i‘?—'—af)
‘AB = Cd* -+ B4 ; d'oh Yon tire { C = Eﬁ:‘?“_i'l
A4C = Da + Ca" | D= Cd=)
etc. - . . . etc,

La mani¢re dont se forment ces équations est assex évidente pour
quon puisse les pousser aussi loin qn’on voudra; et on voit aisément
que si Pp~x" et Qp=—'x**' représentent deux termes consecuufs

du développement de ( p+x)" on aura
AP = Q“ @+ L Pg® @, ce qui donne Q= P{A—;f:::(‘)

¢

expression dans laquelle » ne désigne pas une puissance de 4, mais
le nombre des accens ‘que doit porter cette lettre.
. Nous remarquerons que les coefficiens B, C, D, etc. seraient tous |
déterminés si on connaissait &', a’, 4", etc. A mais ces derniers ne
sont autre chose que les coeﬂiciens du second terme dans les puissances
du binome qui ont pour exposant les nombres 1, 2, 3, etc., m.
11 suit de la que du second terme du developpement de ( p+x)“, on
peut déduire tous les autres; car A étant le coefficient de ce second
terme, on en doit tirer, comme des cas particuliers, ceux des seconds '

termes de (p4~x), (p-+x)* (p+ x)%,-etc.

16. On sait déja que les seconds termes de ces premiéres puissances
sont x, apx, 3p'x, etc.; il parait naturel d’en conclure par analog:e
" que celui de (p + x)" sera mp" T : il ne nous reste donc qu'a vérifier ‘|
cette assertion , pour étre en état d’assigner tous les coefficiens du dés - |
veloppement cherché. _

Parmi un assez grand nombre de Taoyens d’y parvenir , je choisirai -
le suivant, qui se lie avec une des plus i mgemeuses démonstrations qu'on
ait donnée. du binome, due 4 Euler, et que j'ai rapportée ailleurs (Com~
plément des Elémens & Algébre).

Quel que soit le coefficient de x dans le second terme du dévelop- -
perent de (1-}-x)", il est nécessairement une fonction du seul expo-

saut m, et je le désignerai en conséquence par f(m), la lettre f étant
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I'abréviation du mot fonction. D’aprés cette convention, i vient

(1+z)=1 +a:f(m) -+ etc.

(1 4 x)y =1 }x £(r) <~ etc.

En multipliant , meipbre a meml;re, ces aeux équations, on en conclut
(1F 2 =1 oz {£(m) ++ (1)} + ete;

mais par la notation établie on a apssi |

(Tb 2y = o S} b ;

f(m+-r) étant formée de m-t-r, comme f(m) et f(r) le sont respectl-

vement de m et de r; et en comparant les deux développemens ci-
dessus, il en résulte -

¢l de méme

'f(m )= f(m) + £(r),

équation qui exprime la propriété caractenstxque de fonctian repré- -

sentée par f. . .
Si T'on chance ren r+s, I’equatlon precedente devxent
- f(m +rfs) = f(m)+f(r+s), '

mais la méme equauon donnant aussi

: f(r fr f(s)y = . . ,‘ .
e A= (>+<) |

A (Wt ret 6) = f(m) 4 (r) 4-€(s).
En écrivant s-4-¢ au dieun.: &e\s,—an» parviendrait 3
f(m—-r s ==¢) = f(m) 4= £(r) 4 £(s) + £(¢),
¢t aiusi’ de suite.
Cela posé, z.u on &:t d’-hordrr.-:.:, on obtient

f(m—]—l) = f(m) + (), ou  f(m41)=f(m)+1;

ear r étant 1, (1 4-x) se réduit 3 1 +x, ou le coefficient de x est 1, s
eusorte que f(1) =1.

. »
Posant alors successivement

m=3, m=23, m=3,- etc.,

— e~
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on trouvera . -

f(a) =f(1) 4+ 1 = 2‘;
f3)=f(a) 4+ 1=3,

ety  f(mi2) L1t

f(m) ._.f(m-—l)+1.._m

voila pour le cas ol exposant m est un nombre entier.
2°. Soit m==r==s=1t; I'équation

£(m et g o £) = £(m) = £(r) = £(s) 4 £(2)
£(4my= 4E(m);
£(m)=3f(4m) ;

d'ot il suit que si 4m est un nombre enuer que je représenterai par i,
on aura .

devenant

on en tirera

£(4m)=i et f<4) =3i;

~ on g'éleverait de la méme manicre au cas on le nombre m serait une
- fraction quelconque % , €t on troujeraxt f ( i) =§' -
3°. Enfin si I'on suppose m-}-r=o0, cas dans lequel f(m—-r) =o;
et.(1--x)°=1,1l en résulte que f(0) est nécessairement nulle : on aura
donc alors 4
f(m)=t-f(r)=o0,- ou f(r)=swf(m);
mais aussi mej~r==0 conduit a r:n'-,'m;" donc
f(—m)z=wmf(m) == cem.
On peut donc affirmer que, quel que soit le nombre rep}'ééenté par m;
pourvu qu'il soit rationnel, les deux premiers termes de (1--x)™ sont
1 - mx. Je montrerai dans la suite, que quand I'exposant m serait

irrationnel et méme imaginaire, la propasition precedente semt tou=
jours vraie.
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7. Reprenons les équations
- : 4= Ad .

B = A——.(Aa;_ ) .‘

c=B4—0d)

...... S
Q= —"Fm—

en y faisant

d=1, a'=2, a"=3, a'=4.....d=m,
elles donneront -

A=m

B'=A(m—1)=m(m-l)

a 1.1
__ g(m—2)__m@me—1) (m—2)
C=BF~=r—""73"
(m—3%) __m(m—1) (m—2) (m—3)
D=cC 4 ~ 1.3 . 3 . 4

ooooooooooooooooo

(m—n)
Qt: P u-]-l
evc.

Lexpression de Q contient la loi générale des coefliciens, et fait voir
Comment chacun d’eux se déduit de celui qui le précede.
En substituant les valeurs qu'on vient de trouver, on aura

1 + Tx +2:-(_.":g:ﬂ‘”'+’%§?l:l).(m;2 %
o Blm—) m2e) ("'_s).mﬁ + etc.,

r . 3

(14a)yr= g
¢t pour le terme général, ou l’exposant de x, restant indéterming, est re-

Présenté par n, il viendra

m(m—1) (m=—2a)...... (m—n-<1) o
1.9 . % ... n ‘

25
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18. Nous n’avons employé pour trouver les coefficiens 4, B, C,
D, etc. que les termes affectés de la premxere puissance de u dans I ;2
. ‘quation (4); mais cependant nous serions en droit d’en concluré que
les autres sont identiques dans chaque membre; car si cela n’était pas,
il en résulterait de nouvelles equauons auxquelles il serait impossible
de satisfaire, puisque les quantités £, B, C, D, etc. sont déja détermi-
nées, et par conséquentil ne serait pas vrai de dire qu'on peut représen-
terle developpemcnt de (1-{~x)"par une série 1+Ax-|—Bx‘+Cx3+ etc.,
qui convienne & toutes les valeurs de x.

Quoique ces raisonnemens paraissent prouver d'une maniére suffisante
la legmmlté du’ developpement que nous avons obtenu, cependant pour
ne rien laisser a desirer, je vais montrer que les autres termes de I'équa-
tion (4) se détruisent mutuellement.

Pour cela je reprendrai, dans I'équation (2), T'expreéssion
Pt Ap==(x-u)4-Bp™~*(w-u) '+ Cp—(x~u)+4-Dp—4(z—+u)'-etc.,

dont le développement compose le premier membre de I'équation
(4) , et jobserverai qu'on peut effectuer ce développement a laide
de ce qul precede, puisque les coefficiens 4, B, C, D, etc. sont dé-
terminés. Je vais donc chercher par quelle quantnte la pulssance quel-
conque ", serait multiplide. Il est aisé de voir qu'on ne saurait ren-
contrer #* avant le terme. affecté de (x +u) ,.mais qu’a partir de celui-
la on le trouve dans tous, ensorte que si on développe les puissances
de (x-[-u) (x—l-u ~+1 etc. @ commencantpar u au lieu de commencer
par x, ce qui est indifférent , * sera au premier terme dans la premxere s
au second terme daps la seconde , et ainsi de suite.

Supposons donc qu'on ait daus la série proposée, les termes suivans:

Prr=r(@--u)t b Qp == (@4t - Bpr——s(p o>
\ . e S (z +u)‘:"° - etc. ;
il en résultera pour le coefficient de \u',
P +(n-:- 1) Qr—x +(nvf-9).(n;|-x) Rp“i““x‘ .
DO s

mais d’apreés laloi que nous avons trouvée dans Jes coefficiens du déve-

A ]
.
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loppement de (p 4-x)", on doit avoir

. (m=—n)
Q= =~ n41 el
— (m—n—~1) (m—-n) (m—u—-1)
R = ‘ n-423 )Q ((n-l—-l; (n+42) ?
— (m—n—a me—n) (m—n—1) (M==n—2)
.ftc —.—;‘r"“' Gty G L
o3 :

en substituant ces valeurs et faisant les réductions qui s'offrent d’elles-
mémes, on obtiendra °

(m-—n) (m—-n) (m-n—l)

P{pn—l_'_ Pn—-n—'x+ — Pn—n—lxa
- .(m—l-n)fm—n—-l)'(m—-?;u—a) it o etc.}.

2

Il est aisé de reconnaltre que la quantité renfermée dans la parenthése
n’est autre chose que le développement de (p+x)~"; le coefficient
de u* sera donc, dans le premier membre de I'équation (4) , P(p4-x)*~*
mais dans le aecond, il sera évidemment Py~ = P(p~+ x)**: l’:den-
tité est donc prouvée.

Quelque longs que peraissent les calculs précédens, ils méritent
néanmoins une attention particuliére , parce qu’ils ne sont fondeg que
sur des principes de la plus grande rigueur, et quils conduisent,
comme on le verra blentbt » 4 un grand nombre de résultats aussi utiles

qu’élégans,

19. On pourrait faire usage des formaules précédentes pour dévelop-
per (@-4=bx~cx*~}=dx’~...)" suivant les puissances de x; mais on
peut y pagvenir d'une maniére plus simple, ainsi qu’on va le voir. Il
est évident qu'en peut supposer

(8 4= bx -+ cx* 4= dx® A=....... )"—-
A 4= Bx ~ Cx* 4= Dx* 4= Ex* -4~ etc.;

si on metle prem:er membre de cette équation sous la forme d'un
(3t 4)" et quon le developpe, le résultat, quel que-soitm,.

ne contiendra que des puissances entiéres et posmves de k, depuis la
premiére inclusivement; et par conséquent si on remettait au lieu de
cette derniére lettre sa valeur, cette substitution nmlrodmrut que des
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puissances entieres et positives de x. Cela posé, si x se changesit en
x - u, on aurait

{a+ b (etu) o (xAu) A+ d @u) .. )=
A 4 B (x+u) ~} C (x4u) +D (x4 u)® +E(x+u)‘
+etc....... (1);

cette équation devant avoir lien mdependamment d’aucune valeur par-
ticuli¢re de x et de u, il fant que dans le développement de I'un etde
I'antre membre ; les termes qui multiplient chaque puissance de x et
de u soient identiques. La fonction

a-+-b (x+u)+c(x+u) + d(x+u)’+etc
devient d’abord
g =4 bx 4 cx* 4 dx* 4-....
= bu 4acxu - 3dx*u —-....
: + cut - 3dxut 4-....[?
+ etc.
faisons pour abreger . -
a+ba:+cx’+ doc* . . < ==Pp,
(& .+ acx= 3dx* .. )u
+ (cu = 3dxu ~-...)u =g
[ )
et nous chimgerons le premier membre de l’equation (1) en

(P quy=p" - mpquep ZEZD o - etes 5

mais il nous suﬁira, comme dans le n° 15, de considérer les termes af-~
fectés _de la premiére puissance de , et nous nous bornerons en consé-
quence i p* ~+-mp™‘qu. En remettnnt pour gu sa valeur, on verra qu'il
faut en exclure la seconde ligne et les suivantes, parce quelles donne- '

P bbb S
- Passons maintenant au second meml)re de leqnauon (:) il donne
tout de suite o
A+Bx+cx'+D¢8+Ex4+etc
+ (B - 23Cx ~} 3Dx* 4= 4ExS = etc.)u. -
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La premitre ligme n'est autre chose que la vilenr supposée pour
(4 4 bx == cx*~+-....)" ou p*; on aura donc en comparant les coeffi-
ciens de u, :

mp’:‘(b+2cx+5dr‘+ J)=B-2aCzx~+ 5Dx’+4Ex’ + etc. ;

mais . p= --— ’ x.nettant au lieu de pretdep leurs valeurs , on trou-

vera, en chusant les dénominateurs,

m(A4 - Bx~+ Cx* < Dx*+-Ext 4 etc.) (b= 2cx - 3dx* ~}-4ex’-. . )_.
(B4 aCx+-3Dx* 44 Ex’+- etc.) (a+ 6x+cx’+dx’+ew‘+ )

faisant les multiplications md:quees , On aura

mbAd <+ mbB o+ mbC | + mbD | - mbE
=4 amcA| =} amcB = 2mcC ~+ amcD _

tx == 3mdAd )} x* < 3mdB)x® = 5de>x‘-|— etc.
~+ 4med). -\~ 4meB
) ‘ ~+ 5mfd )
aB 4 2aC) =~ 3aD ) =~ 4aE ]| < 5aF )
‘- bB 4= 25C -+ 36D - 40E

= x4 cB [a* = 2cC }a’ =} 3¢D Yt ete.
. C + dB | 4 2dC ( L.
i ) ‘= eB

En comparant les coeﬁlcxens des puissances homologues de x N on
en déduira , '

aB=mbA .
24C==(m= )b B+-amc A :
: 5aD—-(m--2)bC-l-(2m—-x)cB+5mdxl
- 4aE==(m—5)bD+(2m-—2)cC—l—(Sm—-x)dB—}-@ned
5aF_..(m—-4)6E-|-(2m—5)cD+(5nv—2)dC—|—(4m-—1)eB+5mfA
etc.’

La loi de ces valeurs est faclle a saisir : tous les, coeﬂicnens B, C,,
D, etc. seront déterminés lorsque 4 sera connu; mais on :yoit, qu'il
exprime la valeur du developpement lorsque x=o, et dans ce cas
la fonction proposée (gt ba=j cx‘—i& dx’ —l- AN .)' se rédmt aa*:on
a donc A-—l"o R B S : <! ‘ b )

L SR §
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En calculant d’aprés cette valeur, celles des letires B, C, D, ete.,
on trouvera ficilement que la puissance m du polynome ..... seees
@~ bx = cx* 4~ dx® < etc. a pour expression '

o o Rty B D e ) g 2@ (28 s | 8

m(m—1)
1 .1

m

+ Ta™ e + a"*bc

+ ) ? a*'d

m(mas1)(m=st)(m—3) m(m—-)cm—n)(m—sm—z) Y .8
+1.s.3 4 HM x‘+1. .?.4 LA
m(m—l)(m—-a) ]+ m(m—-n)(m—a)(m—&) —ry

+ Ty 1.a . 3
b el o e,
-+ ';;‘S':"L-':’-)am—‘c’ =+ ':—‘-(—"—'?L)—(-—"’al‘—)- a™3hcy +etc.
+ Zame | + ' ':-:-('.—,-b—jl—)a""be
+ e
+ ‘ 2o~y

'20. Moivre, qui a le premier indiqué ce développement, a aussi
donné des regles pour en former successivement tous les termes; mais
elles sont peu commodes et ne reposent que sur des inductions; je ne
m’y arrterai point, parce que je dois exposer dans la suite des pro-
cédés plus féconds. Je ne puis cepéndant quitter ce sujet sans montrer
sa liaison. avec le développement de la puissance m da polynome
a+ﬁ+y+J‘+ etc., dont les termes sont indépendans.

On parvient sans peine , par la formule du hinome de Newton ( Voyez
le Compl. des Elém. & 4lg. , ou plus bas, n° 24), } 3 prouver que tons les
termes du developpement de (a—-B-4-9—+J4-etc. )" se tirgnt del'expression

mme—1).eeceeiiiiinninannn Me=n' <41
1.8.3.. lesg .rX1.2.3... 5 X etc.

--—u'pq?r;: etc.,
en prenant pour. ¢, r, s, etc. tous les nombres enuers positifs (y
compris zéro) qm sausfont a quuauon

Ty q+r+s+etc..-n,
“et donnmt successivement i n’ les valeurs o, 1, 2, 3, etc. Maintenant
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si on fait , X
‘a=a, P=bxr, y==ecx*, d'=dx', etc.,
le .polynome a développer deviendra
' (a8 4+ bx 4 cx* 4 dx® - etc.)";

Pexpression qui comprend tous ses termes sera

m(m—l) .................. (m—n'41) . . 1 oS
1.2.3...9<1.8.3...r)<1.3.5.. sxma. b’c’detcx'

Mais comme on se propose toujours d’'ordonner, suivant les puissances
de x, le développement cherché, on doit, parmi les différens termes
que donne l'expression ci-dessus, rassembler ceux qui sont affectés
de la méme puissance de x; c’est-i-dire que si I'exposant de la puis-
sance dont on veut avoir le coefficiént, est 5, il faut, pour trouver les
termes dont il se compose, donner aux lettres ¢, r, s, ete., toutes
les valeurs entitres et positives qui rendent

q-l—'zr+5.9-|—gtc.=n,
et déterminer alors »’ par I'équation
g =+ r ¥ ete. = n'. )
Voici le tableau de ces valeurs dans les premiers termes :
pour m==0, ontrouve ¢=0,r=0,s=0,e€lc. ¥ = o
BE=T, covveeess G=1,r=0,$=0,....08 =1
n=—a2a '........-{q=2’r1’s=°:'“'"’=3
’ §=0,r=1,85=0y....0 =1
' g=3,r=0,s=0,....80 =3
=3, iictse A== 1, r=1,85=04....0 = 2
=0, r==0,SE=Ly.ee W = 1
etc.

Quand on a déterminé les exposans des lettres @, &, ¢, elc. pour chaque
terme , le coefficient numérique qui doit les multiplier s'obtient tout
de suite, en ayant 'attention de supprimer dans son dénominateur, les
facteurs qui se rapportent a celles des lettres ¢, r, s, etc. qui sont
- nulles, ou pour mieux dire, qui n’entrent pas dans ce terme. Lorsque

L)
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‘n=3, par exemple,‘ on a les trois termes’

Y S ) S S
MT____.;-?m-—-—a" 363 —;—-:—-—-—a"' bc ‘a"-d,

qui multiplient en effet x* (page 30).
La difficulté ne consiste, comme I'on voit, quh former toutes les
combinaisons de nombres entiers et positifs qui peuvent satisfaire 3

Yéquation
g~ ar 4= 35 =}~ etc. =n,

smvant les diverses valeurs de z; on a imaginé pour cela divers pro- -

cédés dont plusicurs sont trés-ingénieux; c'est la specxalement le but

de I’Ana{yse combinatoire , dont la premlére idée appartient Leibnitz,

et qui est trés-cultivée en Allemagne; mais on s’en est beaucoup moins
.occupé dans les autres pays, et l'on y a substitué des méthodes plus

analogues aux formes:du calcul analytique (*).
a1. La plus simple detoutes les fonctions transcendantes est celle qu'on -

20, Des fonc- CONNaLt sous le nom dexponentzelle, et laquelle on est conduit en con-

tions transeen-

dantes.

sidérant la relation qui existe entre un terme quelconque d’nne progres-
sion par quotiens et le rang qu'’il occupe. Si 'on nomme a le premier

vonctions <=~ terme, a la raison, y le terme cherché et x- le nombre de ceux qui le pré-

ponenticlles.

cédent, on a, comme on sait, y == a4’ ; et dans cette équation, ol a eta
sont des quanutes invariables, pour L‘que progression J estune fonc-
tion de x, et réciproquement x est une fonction de y ; mais ces fonctions
sont l'une et I'autre d’un ordre supérieur aux fonctions algébriques ; car
pour obtenir y, il faut effectuer un nombre indéterminé de multiplications
et mémes d’extractions de racines, si on donne & x des valeurs fraction~
naires. L'équation y = aa* changeant de degré a chaque valeur que prend
z, Jean Bernoulli, qm est occupé le premier, la nomma équation
parcourante. Quant a la détermination de x en 7, elle ne peut avoir lieu
qu’'en employant les logarithmes. :

Nous allons donner les moyens de développer la fonction 7 > et nous
ferons, pour plus de sxmphclte a=1, d'ou il résultera J‘....a’. Nous
supposerons que 4° soit represente par la série

A, 4= 4. x 4 A x* = Ay -}~ elc.

- (*) En effet, I'4nalyse cémbinatoire ne parait, A 'égard des puissances des poly-
nomes, que, cequétait le Triangle arithmetique de Pascal, a I'égard de celles des
bmomes mais on n'a point encore pour les premiers, l'éqmvalent de ]a formule donaée

par Nevton pour les seconds. (Voyez le Discours préliminaire. )
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4d,, 4,, 4,, etc. sont des coefficiens indépendans de x, et les chiffres
inférienrs o0, 1, 3, etc. marquent 'exposant de la puissance de x qui
multiplie la lettre a laquelle ils sont attachés; ainsi .4, sera lc coeffi-
cien{ de x". Cette notation, qui d’abord parait un peu compliquée,
est néanmoins trés-commode, et trés-propre a ‘faire reconnaitre la loi
qui régne entre les valeurs des coefliciens.

On~demandera peut-étre quelle considération a déterminé le choix
de la série, et pourquoi elle procéde suivant les puissances ascendantes
de x : il sera facile de répondre 2 ces questions. En effet la fonction
a” devient égale i l'unité lorsqu’orx y fait a:._.o, et si on eut supposé

a la série la forme suivante A, + + > -~ etc., on voit que dans

la méme circonstance tous les termes de cette série seraient devenus
énfinis; elle n’aurait donc pu représenter la fonction proposée. En gé-
néral, si la forme de la série ne convenait pas au développement cher-
ché, le calcul conduirait & des relations contradictoires entre les coef-
ficiens. 11 suit de la que pour pouvoir compter sur les résultats de la
méthode des coqﬁctens indéterminés que nous employons ici, il faut
s'étre assuré qu'on ne rencontrera pas de semblables. relations , quelque
loin qu'on pousse le calcul ; or c’est ce dont on ne saurait répondre,
dans le cas ou la série est infinie, que lorsqu’on peut assigner la loi
que suivent ses termes.

Cela posé, si x devient x 4-u, la fonction a* se changera en a™*%
mais puisque les coefficiens 4., 4,, 4,, etc. sont indépendans de
toute valeur particuliere de x, il faut qu'on ait également

& = A, 4+ 4dx + Adx* + 47 + elc.,

= A, + du + Ay ++ Au - etc.,
enfin

= A, 4 A,(x 4 u) 4 4,(x+u) + A(x—4u)! 4 etc. ; .

et 2 cause de a*Xa*=a**+*, il faut que le produit des deux premiéres
séries soit égal a la derniére. Pour ordonner les différens produits par-
tiels, il suffira de reculer d’'un rang 4 miesure qu'on changera de mul-
nphcateur dans la seconde série, et de placer dans une méme colonne
tous les termes résultans d’'une méme puissance de (x--u) dans la
troisiéme série; on aura ainsi :

. 5
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A,4, + A Ax + A A x* + A Ax> 4 A4 x* F ele.
+ A Adu + A, dux + A4, dux* 4 A, Aux® + etc.

ot A A F+ A Aux + A,.4utx* - etc.

. + A4y 4 A 4u3x - ete.

o+ A dut - etc.

Ad, + Adx 4 Ax* 4 Ax® 4+ Adxt - et
4+ Adu 4+ 3dux -+ SAuxt - 4Aux® + etc. .

4+ Aduw + 3dux 4 64u'xt - etc.

+ Xy A+ 44yx - etc.

+ Ayt -+ ete.

Cette équation devant avoir lien quels que soient u et x, il s'ensuit
nécessairement que ces gnantités ne doivent pas entrer.dans la déter-
mination des coefficiens , et que par conséquent chacun des termes du
premier membre doit étre détruit par celui qui Ini correspond dans
Fautre membre; on aura donc 4.4, =4, , ce qui donne 4,~=1, va-
leur ‘qu’on mettra partout au lieu de 4, etqui dispensera d'écrire cette
lettre dans les termes ou elle se rencontre. 1l résultera de cette omis~
sion, que la premiére ligne du premier membre sera identique avec
Ir premiére du second membre; ce sera par conséquent dans la
deuxiéme que nous cherchrerons les équations qui donnent les coefficiens,
et nous aurons

I

A: _— ‘4! : . 'd' = ‘14'
A A, = ad, 4, = 1.2
AA, = T4, ot an tire A4s = xdfg

. Al‘
A4y = ML A‘ =133 4
‘ etc. : welc.
et .en général
A
A4, -, = ™) 4, = 1.9.5.’?..0{

Les coefficiens étant tous déterminés par ces équations, a Pexception dn
deuxieme, 4,, il s'ensuit que si la forme que nous avons supposée au
développement de 4* est légitime, la troisiéme ligne du premier membre
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et les suivantes doivent devenir identiques d'elles-mémes avec celles
qui leur correspondent dans le deuxiéme membre (*).

Pour vérifier cette condition nous prendrons, dans le premier

membre, un terme quelconque ux"; son coeflicient sera évidemment
Ar A" _ A+

A’?A on 33 1.3.3,..n 1.3....mX1.9....n Le mémeterme

w x" faisant partie de Ia puissance m--n de x-u, dans le second

membre, a pour coeflicient
(’" +8) mtn—1).....(m+ D Auia,

1083 00erininiis n ’

mais

‘ 1;"""— 1.2.3. ';(m-l-n);

substituant cette valeur et effacant les facteurs communs au numéra=-
teur et au dénominateur, savoir : tous les nombres depuis m + n jus-

(*) Yaurais pu me dispenser de faire la vérification indiquée; car ayant effacé
de part et d'autre, dansla prem:ére équation , les termes xdeanuea et divisé en-

suite les deux membreu par u, j'aurais trouvé .

A, 4+ Aix 4+ A dx + A, A3 4 etc.
+ Au + A.A.uz: -+ A Aux* 4 etc.
-+ etc.

A, 4 ad,x - 5.43.1:' + 44,23 <4~ etc.
{ + Au 4 5A,u:c 4 6A4ux* < etc.
+ etc.

mais comme cette équation doit avoir lieu quel que soit u, on pent y faire u=—o,
alors chacun de ses metnbres se réduit & la premiére ligne, etl'on n’a que les équa-
tions trouvées plus haut. Cependant, quoique cette marche soit plus courte que celle
que P& suivie, jui cru devoir préférer la dernidre, parce qu'clle ne laisse rien &
dasirer sur sxactitude da développement, et que par cette raison elle satisfera da-
vantage ceux qui n'ont p@ encore une grande habitude de I'analyse. .-

Ce que je viens de dire sapphque également aux numéros 37 et 38 , et je me dis-
penserai de le répéter.

J'aurais pu partir aussi d’'une propriété plus sxmple pour detenmner le développe-
ment de a®, employer, par exemple, l'équation a**= ag® X ¢*; mais I'équation
«* X a®* =a***, qui comprend la précédente, est plus générale, et renferme toutes
les propriétés dont la fonction a* est susceptible , parce qu'elle an exprime la définition
la plus étendus , et la senle qui présente un sens lorsque la variable x est imaginaire.




36 - INTRODUCTION.
qu'a m~-1 inclusivement, on a pour résultat

- AInH-n

1.2.5....n.1.2.3....m?

c'est-a-dire le méme que précédemment. L’identité est donc démon-
trée, et nous pouvons en conclure que , ]

A..r A. r* A3
+—_ 1.3.3

@ =1+ == - etc.

23. Il reste encore 4 déterminer A, : pour cela nous ferons xr=-— .4 s et
nous aurons

Ax_l-l- + +193+1934+etc'

série, dont la convergence devient de plus en plus rapide, puisque le rap-
port des termes consécutifs diminue sans cesse. En la poussant jusqu’an
dixiéme terme, elle donne 2,7182818, et en désignant par e sa valeur
exacte, dont on peut approcher aussi prés que P'on voudra, il viendra

el =e.

Prenant le loganthme de chaque membre de cette equatxon, on' ob-
tiendra

Zla=le, don J.:i;
et avec cette valeur de 4,, on trouvera
l ) .
e=1+i i+ (R) S+ @)t

Ce développement se simplifie quand on prend les logarithmes dans
le sysitme dont la base est le nombre ¢, puisqu’alors le=1; eten
distinguant par la caractéristique I’ cette espace de logarithmes, il
vient

e =14 (la)? +(1'a)'”+(1 ay'—Zs o etc.

Enfin si Yon suppose a==¢, on a simplement

x x* a3 .
e’=l+;+ﬁ+x.a.5+ew’
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Les diverses séries rapportées ci-dessus -finissent tou;ours par de-
venir convergentes, quelque valeur que lon donne a x, car dansla
série
.4, it | A
1.3.

.+.

qui les comprend toutes, deux termes consécutifs étant de la forme

A.'J?‘ - :J."’".‘t'*'
1.%... .n+ 1.3....(n41)? 2
lear. rapport sera “_‘_"_ ;- or en prolongeant la série, on doit néces-

sairement rencontrer un terme dans lequel le nombre n+1 surpassera
la quantité 4,x; et i partir de ce terme, la série deviendra de plus en
plus convergente. .

. 23. Voici une propriété bien remarquable du développement de o*.
Pmsque (a’ ol a"', il s’ensuit que

( +EE A A et )

mA.x mid x| mid’c
=1+ + 1.2 +123+em

et on obtient ainsi avec la plus grande facilité le développement d’une
puissance quelconque de la série qui exprime a*, -développement qui
serait trés—long a calculer par les formules du n° 1g.

24. Le développement de ¢ (23) conduit aussi trés-simplement & P'ex-
pression du terme général de la puissance m d’un polynome quelconqne
Soit @ - -}y ' -+¢ - etc. ce-polynome; si 'on substitue a x la
quantité (2 -+ B+ +d...)x, on aura d’abord

e(‘+3+7+’ gl qd.egx.é’x.eh,eQC..;
et remplacant les exponentielles par leurs développemens, on formera
Péquation

-
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+(é+s+y+4‘+ ete)x (u+3+y;l-;‘+efc)“x“

NGRS L L5 S

1.3 s

.__( -4-‘”"-}-l a-{-—3-4-%:)
5-{-etc)
x(x + ”‘+L+l 23+etc)

x( +J$+Jw’+125+etc)
x etc.

Le terme général du premier membre étant

Q-t-@j-y-{-:i‘-{- ete. }"'x"‘

1.4. .m

il faudra, pour obtenir les termes correspondans du second membre ,
choisir dans le produit indiqué ; cbux qui sont affectés de la pmssance m
de x; or un terme quelconque de ce produit sera composé de facteurs
' prxs un i un. .dins ehacune des séries dont la midtiplieation est indi-
quee »-€t sera par conséquent de la forme

PIP . Boxs 'x'

T 8.5 1585 XTas. 7‘{ g 7 X ete.,

qui revient &

T iy ete: apHrtrbibd o
1.3.3.. p><1 2.3.,.9><1.9.5:..F»{ 1.2.3.. sxetcx'

5insi Yetibetiible des combitiaisons daiis - 1esquelles on aura
p+y9 +re-s- etg. =m,

donnera tous les termes affectés de ™, et sera par conséquent le dé-

vélopperiens & EHEEIFIEAC By yyhipliant cos termes par 1o

produit 1.2.3....m, on aura le développement de (a-}-B-+)+d'4-etc.)";
ce dernier résultera donc de I'expression

1.32.3.... .mé’é’y’)".etc.
1,2.3.. pX1.3.5...g>X1.3.3...rX1.2.3,..s Xetc.?
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en donnant awx nombres entiers p, 7, r, s, etc. tountes les valeurs po-

’

sitives , en commengant par zéro, qui peuvent satisfaire a I'équation
‘ 7’+7+’+8:+9&¢-=m-

Cette manigre d'oblepir le terme général de la puissance indéfinie dy
polynome , est due 2 M. Lagrange. Elle suppose que l’exposant m est
entier et positif; mais gour I'étendre aux aytres cas, il suffit de décom-
poser le polynome en deux parties.

En Pécrivant ainsi:
(a4 (B + 4 +ewe))r,
on tire d’abord de¢ la formule du binome, la série

2 By + & -ete) - 2O a"'(ﬁ-l-w-w‘-i-etc ytete.

dont le terme général est

m(m—r1),(me-9) . . . (I—n' 1)
1.2.3 . . . .. n

"""'(ﬁ-l—y-—{-J‘-{e-etc )"’ (1)

et ol le nombre #' est entier et positif ; le terme géndral .du polynome
B4y 44 +etc. )"’ sera donc, d'apres la derniére formule de la page
précédente,

1.9.3....0'15'd" etc. _
1.2.3,. g 1.2\,5. XX 1.2.3...5 < ete.?

sous-la condition.que ¢4 re s o ete. == : si.an le anet Alans la-for- .
mule (1), en observant.de supprimer les facteuns x.2.3.. &, communs.

au numeérateur et au denommateur , on aura lexpressxon .

m(m—1) (m—3)....(m—n '41)am" )13 ete.
1.3.3.. q><123 r < 1.9.3.. .5 X etc.

’

employée déja, n° 20, et dans laquelle il faut remarquer que fes exposans
fractionnaires ou negatnfs ne porteront que sur le Prquer terme a du

polynome propose

la ° . . : .
25. Puisque A-i == 1,» 61:0n pouvait irouver une .exprpseion de A,

Développcment
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40
qui ne contint que des termes algébriques en @, on aurait par la le dé-

des fonctions i
veloppenient de la fonction logarithmique; mais en faisant 6= 1 ~}- 5,

transcendantes. .
Fonctions lo-
gribmiques  la fonction ¢= devient (1-}-5)*, et peut se developper par le moyen de

la formule du binome; on a alors :
x(x—-l)(.z.'--s) b +x(x——1)(x—-§)(.x4 —3) bht-ete.

(b= 2 ”b'+ )

Pour comparer ce developpemeut a celui que nous avons trouvé ,
n° a1, il faul l'ordonner par rapport aux puissances de x, ce qui lui

donnerg la forme suivante :
. Y S % o
x+{b—--—+3--—z-+etc.}x
T+ gy e J T

La loi du coefficient de x est facile 4 saisir; et comme c’est le seu]
dont nous ayxons besom pour déterminer 4, , nous aurons snr-le-champ

A, -——b-——+-g-'——+ etc., ou en mettant au lieu de 5 sa valeur

) a—1,
 dma—a Gy —“—-‘"-+etc,

et de 14 on tirera

la =le { (a—1) —
Cette ‘série n'est convergente que-dans le ¢as ont la- quantité @ <=1
est trés-petite; mais on peut toujours la rendre telle par un artifice trés-

—1)t 3 g1 M
(«:;) _}_.(a—-‘l).__(a 4:) + ete. ).

simple. En substituant \-/; au lieu de a, il \nendra
1 \/;____ le {(\/‘a_,) \/aa—l) + (\/a-—x)’ \/-ti;—l)‘ + ete. .};

ml \/; : on aura donc

mais on sait que la =

e o )
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or en prenant pour /# un nombre de plus en plus grand, on peut faire

-
ensorte que \/a differe aussi peu qu’on voudra de 'unité; et comme la

quantité y/a— 1 diminue bien plus rapidement que m n’augmente, I'ex-
pression de la peut devenir aussi convergente qu'on le voudra.

Pour rendre les opérations plus faciles, il faudra choisir le nombre m
parmi ceux de la progression 2, 4, 8, 16, 32,....2"%, afin de n’avoir
que des racines quarrées a extraire. Il est 4 remarquer qu’on peut tou-
jours faire ensorte que le premier terme de la série proposée , donne
une valeur suffisamment approchée du logarithme de a. En effet, si on
prend Yexposant » assez considérable pour qu'il y ait entre l'unité et le
premler chiffre sxgmficatlf de la racine extraite , an moins autant de zéros
qu'on veut avoir de chifires décimaux dans le résultat final, le quarré,
contenant un nombre de décimales ‘double de celui de sa racine, tom-
bera hors des limites qu'on s’est prescrites.

Soit pour exemple a=10: Briggs, en extrayant 54 fois de suite la
racine quarrée de ce nombre, a trouvé pour résultat

1,00000 00000 00000 12781 Q1493 20032 35 :
si on retranche I'unité, il viendra une fraction telle que le premier chiffre

significatif de son quarré aura 31 zéros avant lui; la quantité \Va —1,
donnera donc, dans ce cas, les 31 premiers chiffies -décimanx de la
valeur de toute la série ; et quand le nombre mle, par lequel il faut la
multiplier, aurait 20 chiffres dans sa partie entiére, les 11 premiers
chiffres décimaux du produit seraient encore ceux de la valeur exacte de
1a; sur quoi il faut observer que m, qui est ici 2%, n’a que 17 chiffres, et
que dans le systéme des logarithmes ordinaires, le est une fraction.

26. M. Lagrange, qui le premier a donné la série précédente , a encore
remarque qu'on peut en déduire une autre dont tous les termes soient
de signe ~}-, en prenant m négative, puisque

-
\/a—-l.._-l——-l...-- 1-—-—"‘—1-—>,
‘/a . Va

et que quand a surpasse 1,0na Va> 1, et -\—f}-_—. < 1. Par ce changement,
a -
1. . 6



42 EVTRODUCTION.

et en observant que la==—ml V/a, on obtient

e (1= ) (g ) )

Cette derniére série présente immédiatement une limite de la; car tous
ses termes étant additifs, il s'ensuit que :

_ Ia>mle(1-—--;1—:).
Va

" La limite en sens contraire se conclut de I'autre. série, en faisant
ittention que puisque ses termes sont décroissans, le second qui est
négatif, combiné avec 1€ troisitme,.qui est positif, donnera nécessai-
rement un résultat négatif; qu'il en sera de méme du quatriéme et du
cinquiéme, et de tous les autres termes de la série réduits deux a depx
de cette maniére; le premier est donc a lui seul plus grand que la
vraie valeur : ainsi

le < mle( {/;— 1).
La différence entre les deux limites de la est

i §(Vi— )= (1 Yoo L,
» il v
et peut étre rendue de plus en plus petite, a mesure que l'on augmente
le nombre .

a27. Pour que la soit déterminé, il faut faire une hypothése sur le.
La plus simple sans doute est de prendre le==1, auquel cas on tombe
sur Pespéce particuliére de logarithmes indiquée ci-dessus (22) par la
ceractéristique I’ et nommés jusqu'ici logarithmes hyperboliques , parce
qu'on peut les déduire de la quadrature des espaces compris entre Ihy-
perbole équilatére et ses asymptotes ; mais cette dénomination est
vicieuse, car on peut également tirer de la quadrature de 'hyperbole en
général, tous les systémes de logarithmes. 1l serait donc plus convenable
d’appliquer aux premiers le nom de l'inventeur , et de consacrer ainsi la
mémoire de celui qui a rendu un aussi grand service aux Matliématiques :
on pourrait les appeler logarithmes de Néper , ou logarithmes [Yépériens.
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. Brigge changea le systtme de logarithmes adopté par Néper, et pour
se conformer i celui de la numération , il établit pour base le nombre 10;

il eut donc alors l10==1 : mais en se bornant au premier terme de la

la

série, on trouvera le=— — ; et mettant au Lieud¢ ale nombre

m(Wa—1)
1
m( V 10 —1)
On a vu precedemment que Briggs avait extrait cmquante-quatre fois
de suite la racine quarrée du nombre 10; par conséquent, il eut

10, il viendrale =

m = 2" == 2%, et pour trouver le quotient ;‘5 » il divisa l'unité cin-
quante-quatre fois de suite par 2, ce qui lui donna

0,00000 00000 00000 05551 11512 31257 8a7.

Substituant cette valeur au lien de — ainsi que celle de \/a, que nous

avons rapportée plus haut, on aura, en supprimant dans le numérateur
et dans le dénominateur , quinze zéros:

0,5551 11513 512 31257 827

’ le= 1,3781 91493 30032 357

== 0,4342 94481 90325 18. .

Ce nombre est celui*par lequel il faut muluplxer les logarithmes cal-
colés dans Fhypothése de le=1, pour ‘avoir ceax de Briggs, ou des
Tables ordinaires.

Si au contraire on voulat passer des logarithmes tabulaires 3 ceux
de Néper, il faudrait diviser les premiers par le nombre que nous
venons de tronver, ou, ce qui revient au méme, les multiplier par

;= 3,30258 50939 94045. Il est bon d'observer que ce dernier résul-
tat n’est autre chose que le logarithme de 10 dans le systtme de Néper;

car en faisant le =1 om trouve I'10==m( \/xo—x), ce qui est préci-
sément l'inverse de la valeur trouvée précédemment pour le;

.Dans quelque systeme que ee soit, le est désigné par le nom de.
moduls ; ngus le représenterons en ‘genéral par M; et puisque dans le
systtme de Néper on a M =1, nous en concdurons la-=Ml'a, ou

M=:,—Z. 1 suit de la que pour tronver le module d'un systeme quel-
conque de logarithmes, il faut évaluer le rapport quont entre eux los
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logarithmes du méme nombre; » calculés I'un-dans ce systéme’, et l'autre
dans celui de Néper.

Pour calculer le logarithme de 2, Briggs chercha celui de 1,024,
nombre qui est égal a la dixiéme puissance de 2 divisée par 1000, parce
que l'extrattion des racines de l'un lui parut plus facile que celle de
Pautre. Ayant pris 47 fois de suite la racine quarrée de 1,024, il opéra
sur le résultat comme sur-celui qu'il avait déduit du nombre 10, et
parvint ainsi au logarithme népérien de 1,024, qu’il multiplia ensuite
par le module, et dontil tira facilement le logarithme de 2, en obser-

exposition

QIO

vant que 1,024 = —5
des calculs de Briggs, dont nous n’avons voulu donner qu’une légére idée.
28. Si dans la série qui exprime la valeur de 4* (21) on met au lieu

de l'a sa valeur li'i , elle deviendra

a’—l+( >x+( )19+( 125 (M 1254 +etc'

résultat qui s’étend i un systeme quelconque de logarithmes.
En faisant x =1 on trouve.

a——l+( )+1a )+125( )+1254 +etc'

Cette suite donne le nombre a, lorsquion eonnait son logamhme etle
module du systéme auquel il appartient.

29. Nous allons maintenant passer aux principales transformations @e
I’on a fait subir ala série qui exprime la, pour la rendre plus convergente
et par consequent plus propre a la construction des. Tables de loga—
rithmes.

Soit d’'abord a=1 -} u; il viendra .
. . [ ) 3 4 .

114-4) =M{u—-'-;-+% —-%—l— etc. },
série qui est assez commode pour calculer les logarithmes des nombres
wes—peu différens de l'unité.” Quand u==1, sa marche est si lente, qu'il
faudrait calculer un grand nombre de termes pour arriver A un résultat
un peu exact; car alors

Hk 1) =Ta==M( — i j— i ete);

et si on fait M=1, il vient Vazm1 —I4-I—1f ete.

»
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" En rnettanit »—i & la place de u, dans V'exfiression pnécédente de
1(1 4+ u), on trouve

o . -
l(l-i-u)_.M(—u———g-—-z—-etc.);
d’ou on tire : )

1(x +u)—-l(1—-u)=l(:iz)=2M u-l—%?-l-l‘;-l— etc.),‘

série dont la marche est plus rapide que celle de la premicre.

Soit fait .’i...._ 3; on-aura -

u__z-—l
. 2412
et _
L= (GE)HEEIHEE) F el

Si, pour donner un exemple, on pose, 3=1, i vxendra
la= 3M{g+5—_5'§+§gs+;jg;+ etc.} s

série beaucoup plus convergente que celle que nous avions obtenue
d’abord. .

Lorsqu'on évalue en decumles, chacune des fracuonsqm la com-
posent, on trouve, en se bornant & sept clnﬁ'res decmaux ’

la = 0,6951473M
et dans le cas o M==1, il vient
. JYa=-0,6931472.

Pour connaltre M, relativement au systeme de Briggs, il suffit de cal-
culer le logarithme népérien de 10 et de le comparer i l'unité qui dé-
signe le logarithme du méme nombre, d’aprés Briggs: or la série pré~
cédente, en y faisant z==10, donne

Fio=afd+5(2)+3(E)+ e}

série qui est encore convergente, mais moins que la précédente; c'est
pourquoi jindiquerai une autre voie pour arriver plus promptement au
V10, lorsque jaurai fait quelques remarques sur I'expression de ls.
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-30. 11 faut d'abord observer que la convergence de eette séne dum-
— approche

nue & mesure que 3 augmente, parce que la frachon
de plus en plus de devenir égale a I'mnité, valeur snrlaquolle on tombe

en faisant 5 infini (13). Il suit de Ix que la série
a{ v bytgt] e}
qu'on trouve en faisant

Z—1 ; « - 4
s e M=1,

répond an logambme d’un nombre infini, et a par conséquent une va-

leur infinie.

La série x+5+ o1 4-etc., n'est pas la seule série décroissante
dont la somme n’ait aucune,hmxte celle qui suit :

| :+1+§+1¥|-1+etc-

est encore dans le méme cas (*), ainsi que l'on peut s'en convamcre
ou faisant attention qu'elle résulte de-

I—w)=—M(u+ 5+ + 5+ o),

lorsque Yon fait u==1, M=1, et qu’elle répond & —I'o; or on sait quele
logarithme de o est infini négativement, dans les systémes dont la base

surpasse unité. (Elém. & Algebre.)
On parvient immédiatement & cette conclusion par la série qui ex-

prime ¥(1—u), en y supposaat t—-u::i*, ce qui donne

et

V= P LT () JE) S )

car l’i étant —1'z, deyient infini négativement quand & est infini ; mais

PR

(*) On.la nomme série harmonique, parce qu'on en fait quelqu'usage daus le caledl
des vibrations des cordes sonores.
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alors la série se change en” '

!+ +3+ -}~ etc. :

cette derni¢re n’a donc aucune hxmte. .
Une conséquence assez importente se présente ici, c’est que toulq
série dont les termes décroitront plus rapidement que ceux.de

1 +-+-+z+- + ete.,
aura necessalrement une limite; car l( ) étant une quantité finie, tant
que 3 bt pas infini, il faut nécessairement que la suite des fractions

21 % =1 Z =1 Z2=—1
= () () H (D) ete.
qui forme une série convergex;te et susceptible de I'application du procédé

indiqué dans le n° g, ait une limite, quelque approchante de l'unité que

soit d'ailleurs la fraction ’-‘-:—‘-. .

. ¥
31. Pour retourner 3 mon sujet, qui était d’obtenir les logarilhmes
des nombres, par des suites d’autant plus convergentes que ces nombres
sont plus grands, je ferai en premier lieu, .

14+ u

m-—n

_ dot —_—
l—u—}—;’ Ou u-—.—m+n’
« . '
m m—n Mme=n meen\5 .
1= ——2M{m+n m+n)+ m) +etc.} H

a cause de l%‘:lm—-—ln, on tire de I -

Im—ln= M {2243 :;;).;-5(;;:)‘4. ete.},

série qui fera connaitre la différence de deux logarithmes par le. moyen
de la somme et de la différence des nombres auxquels ils appartiennent.
En écrivant n-}-z, au lieu de m, le résultat ci-dessus prend la forme

: el A
l(z-{-n)zln-}-:M{ pyoves +—5-(m+z)+3(-—-m+z)+ etc.} ’
¢t quand z=1, il devient ‘

‘ 11 v 1 Y
I (n+ y=In +2M{auil-n *5-(2n+1)’ +3 Qan+s)5.+ etc. } 4
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séries d’autant plus convergentes que n est plus grand. La seconde donne
avec beaucoup de facilité les logarithmes des nombres consécutifs, et on
peut l'appliquer utilement a la recherche du module. En y faisant d abord
n=1, on trouve pour l2 la méme valeur que dans le n° 29; mais
comme en doublant le loganthme de 2 on aceluide 4, on peut prendre

n==4, et il vient +l == 3’ , dou

rs "'1'4"!_ { +5(9)3+5(9)5+et0}

série trés-convergente. Ayant calculé, par son moyen, le logarithme
népérien du nombre 5, on y ajoutera celui du nombre 3, et on aurale
logarithme népérien de 10. -

Quant i la série - SN

I(nt5) =1naM {5 +3 (QT*&)’.I.g(g;;)’-;. et} ,

elle est jrées-propre a calculer le logarithme d'un nombre qui sort des

limites des Tables.
. En effet supposons que ces Tables ne comprennent pas les nombres
au-dessus de 10000, et que I'on demande le logarithme de 125283 , il

faudra décomposer ce nombre en deux parties, dont I'une se trouve
dans les Tables, ce qui peut se faire en le considérant comme 12520083,
puisque le logarithme ordinaire de 1252 donne immédiatement celuide
125200: on prendra donc n==125200, et 3==83. La série procédera

alors suivant les puissances impaires de ;5% , fraction plus petite
1 .
e 350"
‘ 32. L’expression de l% qui dépend des puissances impaires de
m—-n ) [ ’ . \ "
mn ot la source d'un nombre indéfini de formules propresacalculer,

par des approximations de plus en plus rapides, un logarithme, au moyen
de plusieurs de ceux qui le précédent. Ces formules s’obtiennent , ainsi
quon va le voir, en preunant pour m et pour n des fonctions quj se
décomposent en facteurs.

Soit d’'abord

m=x*, ‘ n=(x~—1)(x-41) =x'-—;x;
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il viewdra - . - : ' :
lm._la-;—,f’——alx-—l(x—x)—l(x-{-!),

n
m—n__ 1
m+4n- ar*—1?

zlx-—l(x—x)-—-l(x+1)—2le{ +8(sx‘ 1)3+ etc}
d'ou l'on tirera '
](x+x)....alx-l-l(x-—1)-—nle{ +3 (ax, 3+ ete. }

Cette formule est trés-couvergente ; car lorsque x.= 1000, elle pro=

céde suivant les puissances impaires de
l9‘)9999

La forme & donner aux fonctigns m et » était assez ﬁcxle a devmer,
dans lo cas précédent; le point essentiel étant que I'indéterminée x
v'enire point dans le numeérateur, afin que le dénominateur seul aug~
mente de plus en plus avec les valeurs de x. Pour le troisitme degré,

on suppasera
m=x’+px‘+qx+r, n=x3 - px* 4+ qx -1,

afin Favoir ‘sevlement m— 1 == r-r'; et il faudra détorminer les coefli«

ciensp, g, r et r/, de maniére que les quantités m et n soient décom-

posables en facmeurs commensurahles. M, Deflanbre, dans V'Introduction

dont il @ enrichi les Tables u':gonometnques de Borda réduit les fonc-»
tions m et #» A la forme :

m—-x’+Px+7» "=“”+P~”""l’.
¢t suppose en conseéquence

m_.(x-—a)(x—b)(x-{-a-l-b),
n= (x4 a)(x+b)(x—a—">),
dou il résulte ,
.,,,3__._(,;1,.4_4:.4_5-),' g==ab 4 ab*,
' me~—n ' —_ — —
 mEn 2(x3+Px), l-— Im ln
H{x—a) +1(x—b) +1(x+a--b)—1(x+a) — I(x+b)——l(x-—-a—-b)

=ale{im+i(stm)+ e}
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équation qui fera connaltre le logarithbme du nomln'e x-l-a b, au
moyen de ceux de cinq nombres inférieurs. _ :

On peut faire diverses hypotheses sur a et sur b, je ne m’arréterai
qu'a celle de a=056=1, qui donne p=—3, g=1, et

al(z—1 )4 (x2)—2l (241 )—l(x—2)=2le {x’ —+ 5(1_, __51) +etc}

formule trés-simple , qui fait connaitre le logarithme du nombre x+2 N
par ceux de trois nombres inférieurs seulement. J'ai montré ailleurs
(Compl. des Elém. d’Alg ) son usage pour obtenir promptement les lo-
garlthmes des plus petits nombres premxers et M. Delambre a remar-
qué dansI'Introduction déja citée , qu'on pouvait encore en tirer un parti
plus avantageux Cette formule, due a Borda, est remarquable en ce
qu’elle a ramené Pattention sur toutes celles de son espéce , qu'on sem-
blait ignorer tout-a-fait, quoiqu’il s’en trouvat une fort analogue dans le
T'raité des Fluentes de Muller, ouvrage publié il y a plus de 60 années.

1l est visible qu'en prenant pour m et pour n des fonctions d'un degre'
plus €levé que le troisieme, on pourra parvenir 2 des formules encore
plus convergentes, et que le choix de ces fonctions est assujéti aux con-
dmons suivantes :

" Trouver deux équations numérigues qui, ne différant que paflew' der-
nier terme, aient, Lune et Uautre, leurs racines commensurables et entiéres.

Tel est Pobjet des recherches de'M. Lavernéde, citées dans la Notice
des travaux de 'Académie du Gard, et dont M. Gergonne, professeur
distingue a Nismes, m’a fait connaitre trois résultats curieax, que j'in-
sérerai ici a la suite de la formule de M. Haros, qui se rapporte au qua-
tritme degré. Celle-ci s'obtient en faisant

m = x*(x —5)(x+5) ._.x‘——25:t’,
= S o—h)oH) = 2t 25et 1

et il en résulte

mn 144 7 :
mtn" axt— 5oz 4144 - R g gBzA 7 ?
alx +1(x—5)+1(x+5) ' 72
— N(z=—3) — 1(x43)—)(x—4) —-l(x+4)} = ""{x4_gsxa+7p ete:},

expression qui donne le logarithme de x -5 par ceux de six des nombres
Pprécédens. :
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.La premidre formule de M. Lavernéde , quoique du quatriéme degré -
seulement , est encore un peu plus convergente, et ne comprend que
i ithmes : elle suppose
m = x*(x-5)* = x* - 102’ -}~ 25x*,
n = (x—1)(x42)(x+3)(x+06) = x* + 102° 4 252" — 36,
et .conduit

m—n __ 36 - 18
mtn = sz‘+so.z-’+50x'—ﬁ = xé410x°4-25*—18?
alz+4-2al (z+45) 18 +etc}
—l(x—l)—l(x+2)—l(x+5)—-l(x+6) e\ FioxFabr—18 "5

dou Pon déduirait 1(x-6) par ceux de 5 des nombres précédens.
Laseconde formule de M. Lavernéde dérive des bypothéses suivantes:

m= (x-2) (x-44) (x+10) (x—7) (x—Q) == x’—125x°+-30042-5040,
n= (x—2) (x—4) (x—10) (x+7) (x—f—g) = a5 252’ 4-30042=5040,
qui donnent

m—n __ . 5040
= P — 1252 F 3004 )

!(x+=>+1<x+4>+l<x+xo>+1<x—7>+l<x—9>} R S
—(x—2)—1(x—4)—1(x—10)—1(x47)—l(x4g)| =~ la*—1254"43F0o4x ’
et le Jogarithme (x-}-10) par ceux de 9 des nombres précédens.

La troisiéme formule est du sixime degré et répond a
m=x* (x—7 )y =xf—g8xt}-2401x*,
o) oS85 )+ E) ittt -4do0;
d'ou il suit

m—n__ 7200
m+n =Fr= 98x#4 4 34o01x* —7200 ?

ale+-2l(z—7) < al(x-+7) 2 i
—2ale

7200

__](x-—S)—l(x-l-S)—-l(x—S) = m‘f-elc. }.

—(z-4-5)—1(2x—8)—~1(x—+8)
Cette derniére formule est remarquable en ce que le premier terme de -

la série devient d’'une telle petitesse, quand le nombre x est un peu
grand , qu'on peut n'en pas tenir compte, supprimer ainsi la série, et
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former par de simples additions et soustractions le logavithime de -8, plr

ceux de 8 des nombres précédens. En effet la fraction a‘—g&r‘ﬂz:zl x,-_m‘

est au-dessous de 0,000 000 01, quand x= 100, : \

et au-dessous de 0,000 000 000 000 01, quand X == 1000. - |
Cependant quelque rapide que soit cette approximation, les calcula-

teurs trouveraient peut-étre plus commode encore, s’il s'agissait de

former des Tables, d’employer la méthode des différences successives ,

dont il sera parlé dans le troisiéme volume de cet ouvrage. .

33. Dans les divers développemens que jai rapportés pour les loga-'
- rithmes, il ne s’en est trouvé aucun qul procédat suivant les pmssances
du nombre; et I'on n’a pomt d’expression de cette forme :

lu = A 4 Bu—4 Cu*+4 Du® 4 etc.:

la raison en est facile &4 appercevoir. Lorsque u=o0, lu devient infini
et négatif, ce a quoi la série précédente, ni toute autre qui ne contien-
drait que des puissances positives de u, ne saurait se. préler; on ne peut "
pas non plus faire - .

lu—-d—}- -+ o +u,+etc,

parce qu’un semblable développement, ayant une valeur finie quand u
© est infini, ne saurait convenir 4 lu, qui devient infini dans’ cetle cir-. ‘
constance. 1l est cependant POSSlble de trouver un developpement qui
satisfasse 2 ces deux conditions; a la vérité, il ne peut expnmer, dans
aucun cas, d’'une maniére commode , la valeur de lu; mais comme, il
est remarquable par sa forme, et qu'il conduit a des analogles inté-
ressantes entre les fonctions logarithmiques et cxrculan-es , )e ne le pas-
serai pas sous silence. '

On a l(:—{-—u)—_—.M{u—-'—‘:-{-f-—%‘—}--'g-etc.},
l(’*'l)zM{l —satza— 4u4+5 5"'“" }s

en retranchant la seconde série de la premlere, on trouvera » & cause

de. ](1—[—- >._l(x+u)—-lu!

\

I(x +u)—-](1+5)=lu:=M{( -—%)-—-i(u’ -{-—5 U’ — )— etc. }

ou lu==M {(u—rw’:‘) —ui (@ —u)+ 3 (U — %) = etc.}. -



INTRODUGTION{ 55

84. Quoique la mapiére dont nous sommes parvers aw developpement
de la (25) soit trés-rigoureuse, et semble ne rien laisser a desirer )
on verra peut-etre encore avec plaisir comment la transformation qui
nous a conduit jusqu’a présent au développement des fonctions, s’ap-
plique 2 la fonction logarithmique.

D'aprés ce qui a été dit dans larticle précédent, nous devons sup-
poser au développement du logarithme, une forme qui se réduise a zéro,
lorsque le nombre auquel il appartient, devient égal i P'unité : or toute
fonction rationnelle et entiére de z— 1 satisfait & cette condition: on
pourra donc poser .

lz=A,(z2— 1)+ A,(3— 1) -+ 43(z— 1)’ - elc.

Pout‘simplifier la série, nous ferons z—1=uxo, d'ott z2==1 -+ x, et
par conséquent 1(1-x)=24, x-{-—d x’-{- Ax® - etc.

Sinous supposens, comme a I'ordinaire, que x se change en x--u,
il viendra

1(14a4-u) = A,(x~4-u) + A (x+u)* -+ Ay(x+u)® 4~ etc, ;
mais en faisant 1 4= P 1 (1+4-2~}-u) . devient l(p+u) » puis a cause
de ptu=p (1 -+ - ) on a l(l+.x+u)_l(x -+ - ) “+1lp, et, par
I'bypothése,
» u u u « .

. l(l-}-;)-d,;-}—f!.;—l—d,;—l—etc..

onc . .

1(1 Frxtu)=1p -+ A,;-; + A.:Di: +A,;—jl: —+ etc.

Comparant ensemble les deux valeurs de 1 (1 ~-x~-u), qui doivent
étre identiques, quel que soit u, on trouvera, en se bornant de part
et dautre aux termes qui multiplient la premiére puissance de cette
quantité , :

A, 4+ 24,x 4 34;x* 4+ etc. = ’-}?;

remettant au lieu de p sa valeur (1 + ), il viendra
(4,4 24,x+434x* +etc.) (1 -2)=4

Si on effectue la multiplication indiquée, et qu'on détermine séparément
les coefficiens de chaque puissance de x, on aura

'
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A4, = 4, A, = A,

ad, + 4, =0 A = — %‘

34s + 24, = o } d'ou on tire Ay = -‘%—'

44, + 34y, = o | N 4y=—2Z
etc. { etc.

résultats bien conformes i cenx quon a déja. trouvés, et dans lesquels
il faut remarquer que le premier coefficient 4, reste indéterminé , parce
qu’il tient la place du module.

. Il reste a prouver que toutes les équations qu'on tirerait de la com-
paraison des termes affectés de u* et des puissances supérieures ,*sont
identiques. Pour cela je reprends I'équation

1 (14-x+4-u)=4A ,(x+u)+A,(x-u)*.. .+A,(x+u)"+d,_,‘.,(w+u}"" ’+.etq.

1l est aisé de voir que le coefficient de u* dans le développement du
second membre de cette équation sera

A1) Ay o CEDEHD oy @ADCENOEY) 4 r et ;

et, d'aprés la loi trouvée précédemment, on a

('i"“ I) Auyy ~+ nd, = o
(n+3) 'Al-l-! -+ (n"'"‘ l) Al-f-l =0 g
etc. o
[ A,
Au-m _ - ’;_
nd,
Jou il suit { 4+ = 7¥3
Au-h’ -_— _'43
+
- elc,

Substituant ces valeurs, il vient,

4, {‘l—-na:—l-n(n:- ’)x'—-"("t'?(g—'—"i)-x’—l— etc.},

série qui n'est autre chose que le développement de A, (1 - x)™"; mais
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le coefficient de u** dans I'équation

l(1+) 4% +,4 +...+4 ¥ etc. ,

4 _ 4 -
est — > = OF a‘,),.--- A, (1 = x)™, résultat 1denpque avec le pré-

cedent.

55. Nous pouvons mainienant prouver, comme nous I'avons annoncé
(16), que, quand méme lexposant n serait irrationnel ou. imaginaim,
les deux premiers termes de (1-+x)" n'en seraient pas moins 1~ nx.

En effet supposons (1-x)" développé dans la série 1--4x-t-Bx*~-etc.
et faisons , pour abréger , 4x -~ Bx* -}- etc. = px , nous aurons
11 4 z)* = 1 (1 + px); wais 1(1 =+ x)*=n1(1 = x) : donc ] (x-l-px)
=n I(s +x) s Ou, en developpant

N

px-—-p—’x—.+ —etc._nx—E-{——"“:—?etc., : .

et comme tette équation doit avoir lieu indépendamment de x, on aura,
en mettant pourp sa valeur, et en se bornant gux termes affectés  de la
premiére puissance de x , 4=n. .

Il est facile de voir que cétte démonstration ést tout-a=faif mdepen-
dante de la nature du nombre z, et qu ‘elle ne renferme point de cercle
vicieux, en se rappelant .que nous.n’avons rencontré dins la recherche
de 1(1-++x) que des puissances entié¢res du hinome.

56. La considération des limites conduit aussi trés-bien aux dévelop-
pemens des fonctions exponentielles et logarithmiques : c’est ce que ]e
vais montrer , en commencant par les derniéres.:

La methode la plus élémentaire pour calculer les logamhmes, con-
siste & extraire de la base une racine d'un degré trés-dlevé; et qui, tom-
bant fort preés de I'unité, forme la raison d’une progression par quo-
tiens dont les termes croissent par des différences assez petites pour
qu'on puisse y trouver, au moins d’'une maniére suffisamment approchée,
le nombre dont en cherche le logarithme. Ce nombre est alors. ex-
pnme par une puissance fractionnaire de la base, et exposant de cette
puissance est le logantbme demandé. Afin &’ apPhquer surement la for-
mule du binome & Pextraction de la racine de la base, il faut supposer
que cette base soit peu différente de I'unité, ce qui est toujours permis,
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puisque dés qu’on connait les logarithines dans-un systéine partitulier,
on les trouve aisément dans tout autre. (Elém, d’dlg )

Soit donc 1 <} B cette base ; il viendra

(B =1+184+" _—')ﬁ+’“"‘ )(“2)

série toujours convergente quand m>1, et <1 (9). Enl’ écrivant ainsi

6, GG,

[k + etc ,

<1 m
1+ ;% B+ ——

en voit que :
i . ’ . : - k

- (n +ﬁ)m== 1 - g )

k désignant la série comprise entre les accolades, et dont fa limite cor-
respondante a minfinie (13) est R o

3
BTGt

i Cela posé ; si -on représente par 4 un nombre quelconque, par . son
logarithme , et que I'on fasse 4 = nﬁl, il. en résultera d’alg_or":d

. ) .- ) :7t

a=(1+B) =(+Byr=_14+3),

puis Y ~
\ I~+'%:=a:, %::a;-— 1, -ou %:a‘-— 1,
2 cause que m..-.-.:%: on aura donc A::%(a'-'—- 1); et si 6n pose
a=1 ~+u, en développint (1 +u)i au moyen de la formule du bi-

nome, on obtiendra i (1 +u);—- 1=

I B I e B o o DR

dou .

__l
4= plu—

(D, L= ;(:3@-;%}6;512,.4.,.“&}.

)
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Mais plus on suppose le nombre m grand, plus n doit lélre » puisque 4,

qui est -n—', demeure le méme tant que a et @ ne changent point; la li-

mite de l'accroissement de » correspond donc i celle de I'accroissement
de m, et dans celte derniére circonstance, k se réduit a la série

B L + etc., que, pour abréger, je remplacerai par ¥. Faisant ensuite
R mﬁme, i viendra '

1 u* ut
d—z,- u—;-{- —Z-l-etc.).

Voila I'expression du logarithme de a, ou de 1+4-x, dégagée des nom-
bres arbitraires m et  : elle ne se rapporte encore qu’au systéme dont la -
base est 14/ ; mais pour une base quelconque a , le logarithme cherché

sera -—-(Elem d'Adlg.), L étant la caractéristique particuliére au pre-
mier systéme : on aura donc dans le second, en faisant m =M,

1(14u) =M (u—= —|————+- etc.)

résultat conforme a celui que nous avons trouvé parune voie biendifférente.
Le probléme inverse, ou il s'agit d’expvimer le nombre par son lo-

garithme, se résout en renversant I'équation 4= ’I: ( a‘-— 1) qui donne
o= (t + ) En developpant la puissance indiquée, on trouve
n(n—1)k A

nl

a=1 + + + n (’l:l) (n—3) k"A’ €+ etc e

prenant la limite relatu'e a l’accrmssement de n, c est—a-dnre supposant
que les produits z, n(n—1), n(rn—1) (n—2), etc. se réduisent chacun
a leur premier terme »*, n*, etc., et changeant k en ¥, on aura

, K4
=1+ T G g e

Mais puisque dans le systeme dont la base est 2, on a la= ﬁ s il
s'ensuit que

A=La.la, KA=KLa. la._.M, a cause que M_'k’Lu.
et substituant cette valeur de X4 dans la série précédente, il vient
1 la\* .
a.._x-i-( )+1 9( )+1 25( )+1.2.§.4(7 -j-etc"

comme dans le n° 28.
. 8
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'Pour déterminer M, il suflit de chercher le norabre dont il q;pnmq

le logarithme. En représentant ce nombre par e, on fera a=e,
la=le=M, et I'on aura .

e=1-}- + +1 93+e“‘"

de méme que dans le n° 23.
“Enfin on passera du developpement de a & celui de a*, en substi-
tuant a la, le logarithme de 4%, qui est xla; etil en résultera, ainsi

.que dans le n° 22,

Développement
des fonctions
transcendantes.

Fonctions cir-
culaires.

. @ =1 2% 4 ( S+ ()lsaﬂ-etc.()

57 La Trigonométrie a fait connaitre un genre de fonctions non
moins utiles que celles dont nous venons de nous occuper; ce sont

™ 1l n'est peut - étre pas inutile , dans un Tralté de la nature de celui-ci,
d’eprqucr ce qu'entendait Cltes, en démgnant les loganthmes comme la mesure
des raisons ou des rapports , dénommatlon qu’on rencontre encore quelquefois dans
les ouvrages anglgis. Elle ‘est tirée d’'un nsage des Géomeétres anciens, qui nom-
maient rapport doublé , rapport triplé, etc. le pr'odnit d'un rapport multiplié une
fois, deux fois, etc., par lni-méme , et mesuraient ainsi par lexposant du rapport
simple , ce genre de rapports composés. Or’, en observant quun nombre quel-
conque n'est autre chose que le rapport de la quantité qu'll exprime, comparée i

lnmté Féquation 2 = (1 -+ —) décompose le nombre a, ou le rapport- , enun

1 +-— .
nombre n de rapporta —-—"—'. Pom- un autre nombre a’ , on aurait de méme

a’ (1 +—) le rapport -' serait expnmé par (1 +--) - et comparé par:

eonséqnent au rapport simple 1 +%. Les exposans n, n’ et n'—n, marquent donc’

le degré de multiplicité respectif des rapports ‘l—’ ' -‘:-,', ‘; ; mais A A et £'—A, dé-

signant les logarithmes des nombres a, d’ et é, on a ot

? ’
n n . n'—n
A=—, A =—, A=~d= :
m m m

ces logarithmes sont donc proportionnels aux nombres »n, n’, n'~=n, qui expriment

’
les degrés respectifs de multiplicité des rapports 2 -‘:—, -i:i
En prenant pour ‘exemple les logarithmes ordxmm'es des nombres 2 et 3, on trouve
. n_ Boro3c0 W _ a3

m o 10000000’ M . 10000000° .
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les sinus et les cosinus des arcs de cercle. Je vais montrer qu’on peut,

» non-seulement les dévélopper en série, mais encore trouver leurs pro-
Pnetes les plus remarquables, en partant des formules données dans
presque tous les livres élémentaires, pour calcule1 les sinus et les cosinus
de la somme et dela différence de deux arcs.

Je commence par la recherche de cosx, et ;e suppose que x 5§
change en x+u et en r—u; les formules citées donnent dans ces

deux cas,
* cos (x+u) : cosx cosu — smx sinu (*)

o8 (x —u) = cosx cosu - sinx sinu.
S? on’ ajoute ces deux équations, il viendra
cos (x =~ u) - cos(x —u) == 2c0sx cosu.
Soit maintenant ,
cosx =Ad,+A4,x 4+ Ax* + Agx’ 4~ At 4 etc.,

o aura’ '
cos u =A A4, u A u* -{;A,us Ayt v-{—etc.
cos(x4-u)=A A4 (a)-l-u)—i—xl (xAu) Ay (x4u)’ A, (x--u)'etc.
cos(a—u)=d 44, (w-—u)-l-d.(x—u)‘+d,(x